2019-2020 — FO : complexes, trigonométrie

Feuille d’exercices numeéro 0
complexes, trigonométrie

. Vrai ou faux?

a)Si z = a+ ib € C alors Re(z) = a et Im(z) =b.
b)Si a et b sont complexes alors

a+ib=0=a=0b=0.

c) Méme question que ci-dessus, mais
i) avec a et b réels.
ii) avec j a la place de i.
d)Si z € R alors |z| = z ou |z| = —=.
e)e? =1 «— 0=0.
f) tout nombre complexe non nul a n racines n° distinctes.
. Déterminer le module et I'argument de
a)l + ew
b)1 — €'
1— e
) 14 et¢

. Linéariser

a)sin® z.

b)sin® z cos* x.

. Résoudre les équations suivantes
a)cos(2x) + cos(z) +1 =0
b)sin(3z) = cos(2x)

¢) sin(5x) + sin(3x) + sin(x) = 0
d)sin(5z) 4 sin(3x) — sin(x) = 0
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10.

11.
12.

e) sin®(z) + 3 cos(z) + Z =0

Montrer que

sin(4a) + sin(2a)

cos(4a) + cos(2a) = tan(3a).

Transformer 1 + cos(2x) + cos(4x) + cos(6x) en produit.
sachant que o + 3 4+ v = 7, montrer que

sin(a) + sin(f8) + sin(y) = 4008(%) cos(g) cos(%).
Calculer .
sin 6
sin

en fonction de cosz.
a) Exprimer sin(5x) en fonction de sin(z).

b)En déduire la valeur de sin(g).

T
c¢) Montrer qu'il existe deux rationnels a et b tels que cos(g) =

a + bV5 et les déterminer.

Soit z € R, n € N et (a,b) € R% Calculer les sommes sui-
vantes

@i (Z) sin(kz).

k=0

b)zn: cos(a + kb).
k=0

Résoudre dans C (14 2)" = (1 —2)" (n € N¥).
Soient n € N* et o € R*.
a) Résoudre dans C 1’équation

(1 T Z)n — eZina.
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b)En déduire une expression simple de
oy < zm>
H s | o+ —
n
k=0

13. Déterminer I'ensemble des complexes z vérifiant

24z =|z|
Interpréter cet ensemble géométriquement.

14. Trouver les complexes z ainsi que les entiers naturels n et p

pour lesquels :
(14+2)" =2*

On commencera par déterminer les complexes z tels que
11+ 2| = |7]...

15. Soit 6 €]0, 27| défini par sinf = 0,96 et cosf = 0,28. On
pose z1 = e et pour tout entier naturel p, 2, = zf. On note
dp,q = |2p — 24]-

a) Exprimer d,, en fonction de 6, puis, sans radicaux, en
fonction de 6/2.
b)Calculer cos(0/2) et sin(f/2) et en déduire que pour tout
couple (p,q) d’entiers naturels, d, , € Q.
16. Montrer que

n—1
k
1= (@ -] («*-2 )41,
x (z )k:1 (J: X COS ( - ) )

17. Formules & la Machin '

1. John Machin (1680-1751) est un mathématicien anglais connu prin-

cipalement pour avoir calculé, en 1706, 100 décimales du nombre 7w grace a
la formule qui porte son nom
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(2+1)?
+1i
b)En déduire la formule de Hermann :

a) Calculer

s 1 1
1 = 2arctan(§) — arctan(?).

c) De méme montrer que :

(Euler)

W

% = arctan(%) + arctan(

1
=2 arctan(g) + arctan (Hutton)

—~
~

1
+ arctan(g) (von Strassnitzky)

Q| =

= arctan 1 + arctan
5

N

1 1
= 4arctan(5) — arctan @) (Machin)



