2019-2020 — F13 : Equations différenticlles

Feuille d’exercices numéro 13
Equations différentielles

Premier ordre

. Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) (14 2?) -arctan(z) -y’ —y = 2% — 2z - (1 + 2°) - arctan(z).
b) (CCP 2004) Résoudre 2 cos(z)y’ — x?sin(z)y + 1 = 0.
(CCP 2004) soit (E) : xy'(z) + 2y(z) = 23; T
x
a) Donner les solutions de (E) sur un intervalle I de R ne
contenant pas 0.

b)Montrer qu’il existe une unique solution de (£) sur R qu’on
notera f.

1
c) Calculer / f(t)dt.

0
(CCP 2004) Résoudre I'équation différentielle

Y — —

(Centrale 2003) Résoudre ’équation différentielle :

(1—t)g'(t) —tg(t) = 2t\/1 — t2.

. Soit a : Ry — R une fonction continue et intégrable.

Etablir que les solutions de équation différentielle 3’ —a(t)y =
0 sont bornées sur R .

. Soit @ € C et ¢: R — C une fonction continue et périodique
de période T' > 0.

On étudie 'équation différentielle
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y +ay = p(t) (E)

a)Soit f une solution de (E). On note g la fonction définie
par g(t) = f(t +T). Montrer que g est aussi une solution
de (E).

b)En déduire qu'une solution f de (E) est T-périodique si,
et seulement si, f(0) = f(7T).

c) Montrer que 1’équation (E) admet une unique solution 7T-
périodique, sauf pour des valeurs exceptionnelles de o que
I’on précisera.

7. On considere ’équation

A-z)y —y=g (E)
oug:]—1,1[— R est donnée.
a) Résoudre ’équation homogene associée.

b)On suppose que la fonction g est développable en série
entiere

+o0
g(z) = Z b,x"
n=0

de rayon de convergence R > 1.

Montrer que (E) admet au moins une solution dévelop-
pable en série entiere en 0,

400

y(x) = Z A"

n=0

de rayon de convergence R’ > 1 et exprimer les a,, en
fonction de b,, pour tout n € N.
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I Second ordre

8. Résoudre les équations différentielles suivantes :
a)y”" — 2y +y = el*l. Existe-t-il des solutions de classe C2
sur R?

b)y" +1y —2y = (r+1)ch(z) et y’' +y —2y = (x+1) sh(x).
9. On considere ’équation différentielle

(B) 2*(1—a)y" —2z(1+z)y +y=0.

a) Montrez que la fonction ¢ : x — /(1 — z) est solution
de (F).

b)On pose y = z - p(x). Déterminez 1’équation différentielle
(E') vérifiée par z.

¢) Intégrez 1’équation différentielle (E"). Déduisez-en ’ensemble
des solutions de (F) en indiquant soigneusement les inter-
valles de définition.

d) Existe-t-il un solution de (F), non identiquement nulle et
définie sur | — oo, 1[, sur R7, sur R?
10. (CCP 2004) Résoudre " + 4y = cos(2x)
11. (CCP 2004) Résoudre I’équation différentielle

y”+y/+y=:132+€x

12. (TPE 2006 totalement revu) Soit a une fonction continue et
intégrable sur R;. On considere 1’équation différentielle

(E) " +a(t)y=0.

a) Soient u et v deux solutions de (E). On pose W = uv'—u'v.
Montrer que W est une constante.
b)i) Soit u une solution bornée de (E). Montrer que u’ a
une limite en +o00 (On pourra se servir de ’écriture de
v’ & l'aide de u”). Montrer que cette limite est 0.
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ii) Soit v une autre solution bornée de (E). Montrer que
la fonction W définie au a) est nulle.

iii) En déduire successivement que d = u(0)v — v(0)u est
la fonction nulle puis que u et v sont colinéaires.
iv) Montrer qu’il existe des solutions non bornées de (F).

13. Soient p un fonction continue sur R a valeurs négatives et
I’équation différentielle :

y' +py=0 (E)

On se propose de montrer que toute solution non nulle de

(E) possede au plus un zéro.

a)Soit f une solution non nulle de (E). On suppose que f
s’annule en xg. Montrer que f'(zg) # 0; en déduire I'exis-
tence de a > 0 tel que :

Vo €lxg — a,x0 + a[\ {zo}, [f(z)#DO.

b)On suppose que f s’annule sur |xg, +o0o].

i) Montrer que f possede, dans I'intervalle précédent, un
plus petit zéro, que ’on note x;.

ii) Supposons, par exemple f > 0 sur |xg, z1[,. Déterminer
les signes de f'(xg) et f'(x1). En déduire une contra-
diction.

c¢) Conclure.

14. Soient p; et po deux fonctions continues sur un intervalle I de
R telles que p; < ps sur I. On considere les deux équations
différentielles :

y' +p1y=0 (E1)
Y+ pay =0 (Es2)
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a) Montrer que tout zéro a d’une solution non nulle y d’une
de ces équations est isolé, c’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel
que :

Ve €la —a,a+ a[\{a}, y(z)F#D0.

b)Soit y; une solution non nulle de (E;) et soit y, une solu-
tion de (E2). Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de
y1 (s’ils existent), il y a un zéro de ys. On pourra utiliser
la fonction w = y1y5 — Y21

c) Soient y; et z; deux solutions non liées de (E;). Montrer
que y1 et z; n’ont pas de zéro commun et qu’entre deux
zéros consécutifs de gy (s'ils existent), il y a un zéro de z;.

15. Soit I’équation différentielle
y'+e'y=0 (E)

Montrer que toute solution de (E) s’annule sur tout intervalle
de longueur 7 inclus dans R,. On pourra utiliser 3" +y = 0.

16. (TPE 2006) Soit f continue de R dans R et w un réel stric-
tement positif. On considere I’équation différentielle

(E) y"+uw’y=f.
a) Monter que la fonction définie par

Vx € R, g(x)= 1 /Ow sin(w(x —1t))f(t)dt

w
est solution de (F).
b)Résoudre (F).
17. Résoudre : cos(z) - y” + sin(z) -y = cos®(x) - y. Indication :
effectuer le changement de variables u = sin(x).
18. Résoudre 22y + zy’ — 4y = 0.
19. (CCP 2000) Résoudre (1 + z)y” — 2y + (1 — z)y = we”.
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20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

(CCP 2001, prolongement de 16) Soit f continue de Ry a
valeur dans R et intégrable sur R™. soit (E) : ¢’/ +y = f.
a) Montrer que toute solution de (FE) est bornée sur R, .

b)Montrer qu’il existe une unique solution de (F) ayant une
limite finie en +o0.

Résoudre I'équation différentielle : (14 22)y” +2zy’ —2y = 2.
—t

(CCP 2003, HP ?) Résoudre v’ + 2y +y = c

t
Résoudre I’équation z%y” + zy’ — y = 2z. On ne demande

pas le recollement des solutions.
Résoudre ’équation différentielle (¢t + 1)z” — 2’ — xt = 0
sachant que la fonction t — e’ est solution.

Soit f une application continue et bornée de R, dans R. On
considere ’équation différentielle

Y + 2y +2y = f(x) (E)

a) Montrer que z — e~ / e’ sin(x —t) f(t) dt est solution
0
de (E).
b)Résoudre E.

c) Montrer que les solutions de (E) sont bornées sur R, .
(CCP 2001) En considére ’équation :

y'(x) = 2¢ () + y(2) = (2% + 2)e” +2° + 2 +1

Donner ’allure des solutions.

(CCP 2001) Résoudre y"” —4y = a|x|+b. Montrer qu’il existe
une unique solution pour laquelle la courbe admet des droites
asymptotes en +o0o et en —oo.

(Mines 2001) Résoudre sur R*, 2y — 3/ + 42°y = 0 (on
pourra utiliser le changement de variables ? = t).



7 2019-2020 — F13 : Equations différenticlles

29. Soit @ € R et y une fonction de classe C? de R dans R telle
que :

v +lyl =0, y(0)=a, y(0)=0
a) Montrer que y < a.
b)Déterminer y si a < 0.

c¢) On suppose a > 0. Montrer que y a exactement deux zéros
a < 0 < B. Déterminer y.

III Inclassables

30. (CCP 2003) Résoudre f'(z) + f(—x) = €”.
31. (CCP 2004) Résoudre / ft)ydt =1+ f'(x).
0

32. (Centrale 2004, méme theme que 30) Résoudre 1’équation
différentielle (E) : f"(z) + f(—x) = —x + cos(x).

IV Systemes différentiels

33. (CCP 2000) Soit

1 5o 3 =3
A= 5 2 10 -2
-1 5 3

a) Trouvez des vecteurs Vi, V5 et V3 tels que AV = V7,
AVo = 4V5 et AV3 = 4V3 4+ V5. Montrez que la famille
(V1,Va, Va) est une base de R?.

b) A étant la matrice d'un endomorphisme u de R® dans la
base canonique, trouvez la matrice J de u dans la base
(V1,V2,V3).

c¢) Résoudre dY/dt = JY.
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d)Résoudre dX/dt = AX.

34. (TPE 1998) Soit n un entier pair. Résoudre le systeme diffé-
rentiel ©] = kxy + xp, 25 = kxo + xp_1, ..., 2, = kx, + 11
35. Soit
r=—x—2y—=z
(S) y = —2x — 3y — 32
2 =2+ 3y+22

x(t)
Soit t — M (t) = [ y(t) | une solution de (.5).
z(t)
a) Déterminez une condition sur M (0) pour que M (t) ait une
limite a distance finie quand ¢t — +o0.
b)Déterminez une condition sur M (0) pour que ¢t — M (t)
soit périodique.

36. Soit
-4 1 1 -2 1 0
A= 1 -1 =2 et B=[0 -2 1
-2 1 —1 0 0 -2

a) Montrez que A et B sont semblables.

b)Résoudre le systeme

r=—4dr+y+z
v =z —y—22
7 =2x+y—=z

37. (CCP 2001) Résoudre le systeme

Y
+2

x+3
5 T oY
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38. (CCP 2001) Résoudre X' = AX avec

7 2 =2
et A= 2 4 -1
-2 -1 4

X =

N e s

39. Résoudre le systeme

2 = —4x — 3y
y"' = —8x — 2y



