ENS PC 2018 - Corrigé

Partie I

1. e En identifiant M,,(R) et R"", un élement de M,,({—1,1}) est un n2-uplet d’éléments de {—1,1}.
D’ou Card (M,,({~1,1})) = 27"
o M, ({—1,1}) n’est-pas un sous-espace vectoriel de M, (R) car il ne contient par 0,4, (r)-

2. e Notons A = (CLZ g)1<z j<n, X = (-Tz)1<z<n et Y = (yj)lgjgvr

Alors "X AY = Z Z T;a; jy; et, par suite,

=1 j5=1

'XAY| < iai;y;|  (inégalité triangulaire)

1| |a7/,_]| |y]| - Zzl car ri,Yj, aq,j S {_171})

=1 j5=1

B3

2

|
3

donc S(A) C [-n?,n?].
De plus, ‘X AY est un entier (comme somme et produit d’entiers, donc S(A) C [—n?, n?].
e Pour tout (X,Y) € ({—1,1}")2, pour tout A € M, ({—1,1}), notons

E={(i,j) € [[l,n]]2 cwia;y; =1}, e=Card(E), F={(i,j)€ [[1,71]]2 cwia5y; = —1},  f = Card(F).

Alors il est clair que (E, F) forme une partition de [1,n]?, donc e + f = n?.
De plus, *XAY =e — f, donc on a t XAY = n? — 2f.
On a donc S(A) C {n?—2f, f € [0,n]}, ce qui prouve bien I'inclusion stricte demandée (par exemple, n> —1 ¢ S(A)).
e Enfin, si k € S(A), alors il existe (X,Y) € ({—1,1}")? tels que k = ' X AY.
Alors, en prenant X' = —X € {—1,1}", on a 'X’AY = —'XAY = —k € S(A), donc S(A) est bien un ensemble
symétrique.

3. Soit A et B dans M,,({—1,1}) telles qu’il existe des matrices diagonales C' et D ne contenant que des 1 et des -1 sur
la diagonale, telles que B = CAD.
e Si k € S(B), alors il existe (X,Y) € ({—1,1}")? tels que k = ' X BY.
Alors, en posant X' = CX et Y/ = DY, X’ et Y’ sont dans {—1,1}" (car {—1,1} est stable par multiplication) et

tX'AY' = {(CX)A(DY) = 'X'CADY ='XCADY ='XBY =k,

donc k € S(A).
e 0?2 =T et D?> =1, donc C est son propre inverse, ainsi que D.
D’oti, comme B = CAD, on a CBD = A, donc, en reprenant le point précédent en inversant les roles de A et B, on
obtient S(A) C S(B).
e Par double inclusion, on a S(A) = S(B).
4. Soit X = (z1,22) et Y = (y1,y2) deux éléments de {—1,1}>.
o Alors 'XTY = z1y1 + 21y2 + Toy1 + Tay2 = (21 + 22)(y1 + y2).
Comme (71 + x2) € {—2,0,2} et (y1 +y2) € {—2,0,2}, on a ' X AY € {—4,0,4}.
Par suite, S(I) C {—4,0,4}.
De plus, pour X = (1,1) et Y = (1,1), ! XIY =4, donc 4 € S(I).
Pour X = (—1,1) et Y = (1,1), *XIY =0, donc 0 € S(I).
Enfin, S(I) est un ensemble symétrique, donc —4 € S(I).
Par suite, on a ’ S(I) ={-4,0,4}. ‘
¢ 'XJY = z1y1 + z1y2 + Toth + —T2y2 = (21 + 22)(y1 — y2) + 2x1y2 € {—6,—2,2,6}.
€{—4,0,4} €{-2,2}
donc S(J) C {—6,—2,2,6} et, comme on a aussi S(J) C [—4,4], on a S(J) C {-2,2}.
De plus, 2 € S(J) (en prenant X = (1,1) et Y = (1,1)), donc —2 € S(J) (par symétrie).
On a donc ’ S(J) ={-2,2}. ‘
e En choisissant judicieusement C' et D, on peut , en effectuant le produit C AD, multiplier les lignes et les colonnes
de A par 1 ou -1.
Par exemple, en prenant D = diag(—1,1) et C' = diag(1, —1), on multiplie la deuxiéme ligne de A et la premiére colonne
par —1 en calculant CAD. De plus, ces opérations laissent S(A) inchangé (d’aprés la question 13).




e Les matrices avec 0, 2 ou 4 « un »s’obtiennent en partant de I et vérifient S(A) = S(I) = {—4,0,4}.

Par exemple, (11 11) = diag(—1,1)Idiag(—1,1).
e Les matrices avec 1 ou 3 « un »s’obtiennent en partant de J et vérifient S(A4) = S(J) = {-2,2}.
Par exemple, (_11 :1) = diag(1, —1)Jdiag(1, —1).
5. (c) = (b) Si A est de rang 1, alors toutes les colonnes de A, notées C1, ..., C,, sont multiples de C; # 0.
T
En posant, pour tout i € [1,n], C; =2;Cy,ona A= | ! | C; = X'Y.

T,
De plus, Y = Cy € {—1,1}" car A € M, ({—1,1}) et comme z; = a1,;/a11 € {—1,1}, X € {-1,1}".
On a bien (c) = (b).

(b) = (a) Si A= X'Y avec (X,Y) € ({—1,1}")2, alors

EXAY ='X(X'Y)Y = ((XX)('YY) =nxn=n? e S(A).
(a) = (c) Sin? e S(A), alors il existe X = (x;) et Y = (y;) € {—1,1}" tels que

TL2 = tXAY = iixiai,jyj.

i=1 j=1

n n

Or, pour tout (i,7) € [1,n]?, z;a; y; € {—1,1}, donc n? = sziaivjyj = V(i,5) € [1,n]? z;a; ;y; = 1 (somme
i=1 j=1

de n? termes, chaque terme valant au plus 1).

Par suite, comme z;,a; j,y; € {—1,1}, on a, pour tout (4,5) € [1,n]?, z;y; = ai ;.

1 aij
On a donc, pour tout j € [L,n], y; | : | =
Tp n,;j
Z1
Par suite, toutes les colonnes de A sont multiples de | : |, donc A est de rang au plus égal & 1.
Tn

Comme de plus A # 0, rg(A) > 1, et on a donc rg(A) = 1.
Cl: On a bien montré I’équivalence des trois propositions.

6. Une matrice A de M,,({—1,1}) vérifiant n> € S(A) est de rang 1, et s’obtient donc
— en choisissant les coefficients de la premiére colonne : 2™ choix
— en choisissant ensuite, pour les colonnes 2 & n, le coefficient (dans {—1,1}) multiplicateur permettant de passer de
C7 a C; : 2 choix & chaque fois.
Cette construction permet d’obtenir une seule fois chaque matrice A de M,,({—1,1}) vérifiant n* € S(A).
22n71 1 1

on? - gn2—2n+1 =~ 9(n—1)2"

On a donc 22"~! matrices dans ce cas, donc la proportion est

Partie 11
1. U est finie, donc e*Vt admet une espérance et, d’aprés le théoréme de transfert,
1
B[] = e MP(Uy = —1) + *P(U1 = 1) = S (e + ),

donc
©(\) = In(E[er1]) = —In(2) + In(e > + ).

Posons g : t = —In(2) + In(e™? + €!) — #2/2. g est paire et de classe C*° sur R. Pour tout ¢t € R,

_—t t 2 42t 1—-2 2t 2t\2 1— 2t\2
Ji =" et () — 1= et en) __(=-e) <
et + et 1+ e2t (1+ e2t)2 (1+ e2t)2 (1 + e2t)2

Par suite, on a :

t —00 0 +o0
0 — 0 -
g’(t) \ 0 g’(O) =0
N\ _
g’(t) X 0 - g(0) =0
0
9(t) / N\




Par suite, pour tout A € R, g(\) <0, donc ¢(A) <
. Soit t € R. Pour tout A > 0,
P(Sy > t) = P(eMF > M),

Or, M = H e admet une espérance comme produit de variables indépendantes admettant une espérance et

i=1
k k
E[eASk] _ H E[eAUZ-] — H ePN) — ke(N)
i=1 i=1
Donc, d’aprés le lemme de Markov appliqué a eS% (variable & valeurs positives admettant une espérance) et e* > 0,

on a:
E[e*5k]
By

P(S) > t) = P(eM* > eM) < = exp(kp(X) — Ab).

. Pour tout ¢t > 0, pour tout A > 0,

)\2
P(Sk > t) <explkp(N) — At) < exp(k? — M) (d’apres II1 et par croissance de ’exponentielle)

t
En prenant A\ = % > 0, on obtient :

. Comme C suit une loi uniforme et Card (C(2)) = Card (M,,({—1,1})) = 2,
— pour tout 4 € M,,({-1,1}), P(C = A) =

2n?
— pour toute partie £ de M,,({—1,1}), P(C € E) =

e Il est clair que chacune des variables z;y;C; ; est & valeurs dans {—1,1} car {—1,1} est stable par produit.
e Pour tout (i,7) € [1,n]?,

Card (E)

n2

P(ziy;Ci; = 1) = P(Cy j = 2:y;)-

Or, {C e M, ({-1,1}) : C; ; = ;y, } est de cardinal on’ -1 (car cela correspond au choix d'un (n? — 1)-uplet d’éléments
de {—1,1}), donc

2n271

—n = /2 et Paiy;Cij = —1) = 1= P(ziy;Cij = 1) = 1/2.

P(zy;Ci 5 =1) = o

Ces variables suivent donc bien une loi uniforme sur {—1,1}.
e Pour tout k € [1,n?%], pour toute famille (i,,j,)1<p<r € ([1,n]?)* formée d’¢léments distincts et toute famille
(ap)lﬁpﬁk e{-1, 1}k’

k k
H P(z,y;,Ci, 5, = ap) = H 1/2=1/2"
i=1

p=1

k k n?—k
2
P (ﬂ (xipyjpcip:jp = Oép)> =P <ﬂ (Cipxjp = apxipyjp)> = on? = 1/2k
p=1

p=1

et

car {C' € M,,({-1,1}) : Vp € [1,k], C;, j, = apxi,y;, } est de cardinal 27°~k (car cela correspond au choix des autres
éléements de la matrice, soit d’'un (n? — k)-uplet d’éléments de {—1,1}).
On a bien
k k
P <ﬂ (2i,95,Ciy .5, = ap)) = H P(zi,y;,Ci, 5, = p)
p=1 p=1
d’ou l'indépendance (mutuelle, celle qui nous a servi a la question II1).

. ® Remarquons déja que l'inégalité montrée en II3 est encore valable pour ¢ = 0, car une probabilité est toujours
inférieure ou égale & 1.
e Pour tout ¢t > 0, pour tout w € €,

M(C(w)) > tn*? & IX,Y) e ({-1,1}")? : L XC(w)Y > tn®/?,

donc
(M(C) > tn®/?) = U (txXcy > tn*?).
(X,Y)e({-1,1})2



Par suite, par sous-additivité d’une probabilité,

P(M(C)>tn*?) =P U txXcy >m®?) | < > PEXCY > tn®/?).
(X,Y)E({—l,l}")2 (va)e({_lvl}n)Z
e Or, pour tout (X,Y) € ({—1,1}")? fixé, ' XCY = Z x;y;C; ;, ot les variables (z;y;C; j)1<i,j<n sont & valeurs

(4,5 €l1,n]?
dans {—1, 1}, indépendantes et de loi uniforme.
D’ou, d’aprés l'inégalité de Hoeffding,

n

(tn3/2)2 t’n
PIXCY >tn®?) =P > iy Ciy =2 | <exp (— > = exp (—) -

2
(i,5)€[1,n]? >0 K

e En réinjectant ce résultat dans l'inégalité obtenue au deuxiéme point, on obtient :

P(M(C) > tn®/?) < > P(XCY > tn®/?)
(X7Y)E({—l,1}")2

Z exp <—t22n)

(X, y)e({-1,1}7)?

IN

2
n
exp <2) (somme d’une constante, & 2" termes)

t2 t2
= exp <2n In(2) — 2n> = exp <— (2 - 2ln2> n) .
6. Pour tout € > 0,

P(M(C) > @VIn2+e)n®/?) < P( (©) (2F+s) ¥2)
( < QW—F & _ 2ln2> n) (question II5 avec ¢t = 2v/In2 + £ > 0)

— < (25\/7+ >n)<1 (car<2sm+€;)n<0),
donc  P(M(C) < (2VIn2 + e)n/?) >
1 existe donc w € Q tel que M(C(w)) < (2vIn2 + £)n?/2.

Par définition de M (n), on a donc M(n) < M(C(w)) < (2vIn2 + £)n®/2.
Ceci étant, valable pour tout € > 0, en faisant tendre € vers 0, on obtient donc bien :

M(n) < 2vIn2n3/2.

Partie 111

1. Pour A = (a;)1<ij<n € Mp({—1,1}) et Y = (yi)1<i<n € {—1,1}" fixés, on a

IXAY = Zn:(X) (AY)

donc, pour maximiser X AY il faut, pour tout i € [1,n], prendre (X); du méme signe que (AY);.
Comme (X); ne peut prendre comme valeurs que -1 et 1, (X); est entiérement déterminé par ce choix de signe.
De plus, pour un tel choix de X € {—1,1}", on obtient :

EXAY = Z AYZ—Z| (AY) |—Z iai,jyj ;

i=1 =1 |j=1

ce qui prouve l’assertion demandée.
2. Soit i € [1,n] fixé.
o Les coordonnées (Z;) de Z forment une famille de variables indépendantes suivant une loi uniforme sur {—1,1} (méme
preuve, en plus simple, qu’au 114).
e En notant B, le nombre de variables Z; vérifiant a; ;Z7; = —1 & Z; = a; ;.



Comme ces événements sont indépendants et ont la méme probabilité 1/2 de se réaliser, B, — B(n,1/2).
e De plus,

n

Z a; ;Z; =n — 2B, (en adaptant un résultat obtenu en I2 sur la parité).

j=1
n
e Comme B,, est finie, Z a; ;Z;| = |n —2B,| admet une espérance et, d’aprés le théoréme de transfert,
j=1
n
E||> ai;Zi|| = Elln—2B,| = Z|n—2k\P =k)
j=1
n k n—k n
n 1 1 1 n
= — 2k =) (1-= = — — 2|
Sie-2i) (3) (1-2) —a (i)
k=0 k=0
Enfin, ga(Z Z Z a; ;Z;| admet une espérance comme somme finie de variables admettant une espérance et, par
=1 |j=1

linéarité de ’espérance,

n n n 1 n n . n .
N -1
3. (a) Montrons par récurrence que, pour m € {0,--- ,n — 1}, on a Z(n —ok) <n> _ n(n > (HR,,)

Initialisation : Pour m =0,

é(n?k)@ = (no>(g> —n et n(”ml) n<"01> .

donc on a bien HRy.
Heéreédité : Soit m € {0,--- ,n — 2} et supposons HR,, vérifiée.

Alors
m+1 m
m—26) (") =S n—26)(") + (n—2m+ 1)) "

> =(3) = 22 ) (1)
= n(nT; 1) +(n—2m—2) (mr—lk 1) (d’aprés HR,,)
B (n—1)! n!
=Ml 1= T ) T S )

n! n!
= ) i mo T A D — )
=(n-m-1) n! =n (n—1)! :n(n_l). On a bien HR,, 1.
(m+1Dl(n—m—1)! (m+ 1Dl (n—m—2)! m+1

m
-1
Conclusion : D’oi, par récurrence, pour tout m € {0,--- ,n — 1}, Z(n —2k) (Z) = n(n )

(b) Séparons les cas n pair et n impair.



e Si n est pair, alors il existe a € N tel que n = 2a. Alors [n/2] =a et

n - n n @ n n n n
Floa(2 =52 2 (k>|”_ = gn 2 (kz)'” AR (k>|n— 2K
k=0 P R
@ n—a—1
= on (k>(n—2k)+2n Z (n_j>2j—n| (en posant j=n—k < k=n—j)
k=0 =0
@ a—1
n n n n
QnZ(k>(n 2k>+2”Z(j>(n 2j) (carsij<a-—1,2j—n<0)
k=0 =0
- n (n—2k>+£ n (n—2j) (carn —2a = 0)
k=0 s
—o (n> (n—2k) = nﬂ (n ) (question ITI3a avec a = |n/2| € {0,---n —1}).
on P k on a
n? <n— 1>
7\ 3]

e Si n est impair, alors il existe @ € N tel que n = 2a + 1. Alors [n/2| = a et

n - n n @ n n n n
Elga(2)] = 572 (k>|”‘2k =5 2 (k)ln—2k|+2n > <k>|n—2k|
k=0 k=0 k=a+1
a n—a—1
= Q%Z (Z)(”—Qk)‘F; Z (nn ‘>2j—n| (enposant j =n—k & k=mn—j)
k=0 j=0 J
:2% (Z)(n—%)Jr; (7)(71—2]') (carsi j <a, 2j —n <0)
k=0 j=0 J
a 2 . 1
= 22% (Z (n —2k) = 2?71 (n a ) (question ITI3a avec a = [n/2] € {0,---n — 1}).
k=0
-7 (1))
N

e On a donc bien toujours :

Fla @)= i ()

2

4. e Pour tout A € M,,({-1,1}), M(A) = max{ga(Y), Y € {-1,1}"}.
2 _ 2 _
o S’il existe A € M,,({—1,1}) telle que M(A) < L (n 1), alors pour tout ¥ € {—1,1}", ga(Y) < - <n 1>,

M < gy ) o 7\ L3
donc pour tout w € §, ga(Z(w)) < 2:_1 <nL;J1), donc Efga(2)] < 2:—_1 <nL;J1>’ ce qui est exclu.
2 2
. n2 /n—1
e Par suite, pour tout 4 € M,,({-1,1}), M(4) > o1 2 ) donc
2
. n? (n—1
M(n) =min{M(A),A e M,({-1,1})} > T ( B )
2
5. & Sin est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k. Alors [n/2| =k et
ok — 1\ 21
n? (n— 1) C(2k)2 (2k—1)! 22?2 2m(2k — 1)( e >
7T [1) ‘

22k2 2% — 1 22k71k2k71

T %I\ onk(k — 1) kRKF1 LN (L
(1 k- 1) 2k

-~ 22/€2L§ _ ékg/z _ \/5n3/2_
vrke s s

R e Y e ()
( (




e Si n est impair, alors il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors [n/2] =k et

2k

n? (n - 1) _ k4 1)% (2R 2% V2n(2k) (e)%

on—1\ |n 22k EIEl 92k i\ F o\
LQJ 2k <) 2rk (>
e e

_ 2% \/W PR op 1Ay \/§n3/2
92k \ 2xk2 Rk Jrk T ™

n? (n—1 N \/5713/2
on—1 LgJ n—+oo \ T ’

e L’équivalent de ce minorant de M (n) est (heureusement) inférieur au majorant trouvé dans la partie II.
On trouve en gros un facteur 2 entre ces deux quantités.

e Dans tous les cas, on a

Partie IV

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, I,, converge et vaut n! (HR,,).
“+o0

Initialisation : [y = e~ *dx converge et vaut 1 = 0! d’aprés le cours. On a bien HRy.

0
Hérédité : Soit n € N et supposons H R,, vérifiée.
Alors, soit A > 0 et posons u(x) = 2" v/(z) = (n+ 1)z", v'(z) = ™% et v(z) = —e%.
Comme u et v sont de classe C' sur [0, A], on peut intégrer par parties et on a :

A A
/ 2" le e = [—a" e ) 4 (n + 1)/ e "dx
0 0

A
= —Artle 4 0 1 nemed — 1).n! = 1)!
e "+ +(n+1) ; e dx vl (n+1).n!=(n+1),
—0 par CC  car n+1>0 N————

—I,=n! car I,, converge

donc I,,+1 converge et vaut (n + 1)!. On a bien HR,, ;.
Conclusion : Pour tout n € N, I,, converge et vaut n!

T—n
. On a dxr = y/ndt.
v Ve
Comme +/n > 0, ce changement de variable est de classe C' et strictement croissant, et induit une bijection de ]0, +oo]
sur | — v/n, +00[). De plus, I,, converge, donc on a :

+o00 +o0 t n n\" “+o00 t n
I, = t n_—n—tyn dt = / (N N R —n_—t\/n dt = (= / 14+ — 7t\/ﬁdt'
/ﬁ(nJr Vn)e I o < +\/ﬁ> e~ eV /n, (e) vn ) e

3. Pour tout = € R fixé, posons g, : t — f(x,t) définie sur Dy, = {t e R: (t,z) € U}.
gz est de classe C* sur D, par opérations sur les fonctions usuelles et, pour tout ¢t € Dy,

2. Posons le changement de variable affine x = n +t/n <t =

x x
) n 1
gty =2t (1+2) + 2L —o=tfoam(14+3) - —Ltp =2 =t 2l (14 2) — 14— = 2| = e (T)
t bl t el t t hod t t
1 1+ 14
t t t
N 1
ouF:ze]—1,+oo[n—>21n(1+z)—1+?—z.
z
F est de classe C*™ sur | — 1, +o0][ et, pour tout z > —1,
2 1 2(1 -1 2.1 2
1+2 (14 2)2 (14 2)2 (14 2)2
donc :
z -1 0 400
F'(z) - 0 -
N\
F(z) 0
N\
F(z) + 0 -




22

(a) @ Sixz=0, f(t,z) =0< -5

eSiz <0, (t,z)eUs (t>0ett>—x)<=t>—zx >0, donc (t,x)eU:%e]—l,O[, doncF(%) > 0.
Par suite, comme t est aussi positif, g, (t) = tF (%) > 0, donc g, est croissante sur Dy_.

Enfin, quand ¢ — +oo, 2/t — 0, donc

2 1 2 2
gz(t):t21n(1+%)—tx:t2 (x—$+o(>) —tl':—%-i-O(l) o

t o 2t2 2 t—too 2
22
Donc, comme g, est croissante sur D, =] — x,+0o] et . 1iE1 gz (t) = —5ona:
— 400
72
Vte Dy, f(t,z)=gz(t) < 5

et donc, pour tout (z,t) € U,
2

2<0 = f(ta)< —%.
(b) Siz >0, (t,z) e U & ¢ > 0, donc % > 0, donc (¢,x) eU:F(%) < 0.
Par suite, comme ¢t est positif, g (¢t) = tF (%) < 0, donc g, est décroissante sur D,, = R, donc

VE>1,00(t) < go(1) de  f(t,x) < f(1,).
4. Pour tout n € N, posons
0 siz < —/n

fn:.');"—> ( z \" . .
1+ — ) e V" siz>—y/n
vn

e Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R.
e Pour tout x € R, il existe N € N tel que z > —V/ N et, pour tout n > N, z > —/n, donc

Fulz) = exp <nln(1 + %) - \/ﬁx) = exp (n <\fﬁ - g Yo <i)> - \/ﬁx)
(£ ) o (2).

2
donc (f,,) converge simplement sur R vers la fonction x — exp (—2> qui est continue (par morceaux) sur R.

e Soit n > 1.

2
Pour tout & < — i, |fu(@)] = 0 < exp (—g> |
Pour tout z €] — y/n, 0],

|fa(2)] = exp <n1n (1 + jﬁ) - Wﬁ) = exp (f(v/n, 7))

donc, si —/n < x <0, |fu(x)] < exp (—) (d’aprés la question IV3a avec (v/n,z) € U)

\V]

Pour tout = > 0, comme /n > 1, |fn(z)] < exp(f(l,z)) = (1 +2x)e ® = e * +xze * (d’aprés la question IV3b avec

(vn,z) € U)

Donc, finalement,

1'2
_r iz<0
Vn>1, Vo eR, |fu(x)] < plx) = eXp( 2) U=
e T+ xe * sixz>0

ou ¢ est intégrable sur R car positive et

0 +o0
/ o(x)dxconverge (intégrale de Gauss) et / o(x)dx = Iy + I converge.
0

—00

e D’ou, par convergence dominée,

+o0 T n o0 +o0 x2
ngrfoo iy (1 + \/ﬁ> e~ Vidy = nll)rfoo 3 fo(x)dz = / exp <2> dr = V2w # 0,

n o0 —0o0

donc

b () VaE = (1)



Partie V

1. Soit A € M, ({-1,1}) et Y € {—1,1}". Alors, pour tout i € [1,n], (AY); € [—n,n].
Construisons alors récursivement une suite (x;)1<;<y, ainsi :

- X1 = 1
i—1

— pour tout i € [2,n], si Zxk(AY)k < 0, alors on pose z; = 1, sinon, on pose z; = —1.
k=1

Ainsi construite, il est clair que X = (z;)1<i<n € {—1,1}" et on peut montrer facilement par récurrence que, pour tout

K]
i€ [1,n], Zxk(AY)k € [-n,n].
k=1
Pour ce choix de X, on a alors

k=1

IIXAY| = <n,

ce qui assure que min{[!XAY| | X € {-1,1}"} < n.
Toujours pour ce choix de X, {XAY € S(A), donc, comme cet ensemble est symétrique, {+! X AY} C S(A).
D’ou, comme ‘X AY € [-n,n], S(A) N [0,n] # 0, donc m(A) < n.
2. En cherchant rapidement, je n’ai rien vu de simple, et comme mes éléves s’arréteront certainement avant ce dernier
point, je laisse courir pour le moment...
Cependant, je suis preneur d’une idée!



