CORRIGE CENTRALE - MATHEMATIQUES 1.

I Premieme partie.

I.LA - Si F = Vect(u) est stable par f, f(u) € Vect(u) donc il existe A € K tel que f(u) = Au.
Puisque F' est une droite vectorielle engendré par u, u est non nul donc u est bien un vecteur
propre de f. Réciproquement si u est un vecteur propre de f associé a une valeur propre A € K.
u # 0p donc Vect(u) est une droite vectorielle. De plus, si v € Vect(u), il existe k € K tel que
v = ku. Par suite, f(v) = Mku donc f(v) € Vect(u). Vect(u) est donc stable par f.

1.B -

I.B.1) Les sous-espaces {Og} et E sont clairement stables par F, il y a donc au moins deux
sous-espaces stables par F'.

Considérons I'endomorphisme f de R? dont la matrice représentative dans la base canonique de
9 0 -1

R* est ( 1 0 ) .

Si F' est un sous-espace vectoriel stable autre que {Og} et E alors dim(F') = 1. D’apres LA, f

admet alors un vecteur propre associé a une valeur propre réelle.

Le polynéme caractéristique de f est X? + 1. Celui-ci n’a pas de racines réelles, f n’admet donc

pas de valeurs propres réelles puisqu’elles sont racines du polynome caractéristique.

‘ f n’a donc que {0g} et E comme sous-espaces propres stables. ‘

I.B.2) Ici n > 2. Si f est non nul, Ker (f) # FE et si f est non injective f # {0g}. De plus,
f(Ker (f)) = {0g} donc Ker (f) est stable par f. Ainsi f admet au moins trois sous-espaces
stables, [{0g}, E et Ker (f).
Remarque : n > 2 est nécessaire car sinon on a Ker (f) = {0z} ou Ker (f) = E.

Supposons de plus n impair. On a f(Im(f)) = {f(f(w); v € E} C Im(f), Im(f) est donc
stable par f. Comme f est non injective, f étant un endomorphisme sur un espace de dimension
finie f est non surjective donc Im (f) # E. f est non nul donc Im (f) # {0g}. D’apres le théoréme
du rang n = rg(f) + dim(Ker (f)). Par suite, si Im (f) = Ker (f) on a n = 2rg(f) et donc n est
pair. Ce n’est pas le cas donc Im (f) # Ker (f). Ainsi,

Im (f) est un quatrieme sous-espace propre qui s’ajoute au trois autres.

Considérons I'endomorphisme f de R? dont la matrice représentative dans la base canonique
(e1,€2) de R? est < 8 (1) .

f est non nul, non injective car Ker (f) = Vect(e;) donc f admet au moins trois sous-espaces
stables. Supposons que F' soit un autre sous-espace stable par f. On a alors dim(F) = 1 et de
L.A. F est engendré par un vecteur propre de f. Le polynome caractéristique de f est X2. f
admet donc comme seule valeur propre 0 donc F' = Ker (f).

‘Il n’y a donc que trois sous-espaces stables par f. ‘

I.C -
I.C.1) Soient (uy,us,--- ,u;) une famille de k vecteurs propres de f associés respectivement a des
valeurs propres (A1, Aa, -+, A;) et F' = Vect(ug, ug, -+, uy)

k k
Soit u € F. Il existe (a1, a9, -+ ,a) € KF tel que u = Z%Uz’- On a alors f(u) = Zai/\iui
i=1 i=1

donc f(u) € F. Ainsi ’F est stable par f.‘
L’endomorphisme induit par f sur un sous-espace propre I’ associé a la valeur propre A € K est




I.C.2) Soit F un sous-espace stable de f de dimension au moins 2. Soit (u,v) une famille libre de
F. On vérifie alors que pour tout (a,b) € (K*)? avec a # b, la famille (u + av, u + bv) est libre.
La famille (Vect(u+av)).cx+ est donc une famille de droites vectorielles deux a deux distinctes, il
y en a donc une infinité. De plus, u est v sont des vecteurs propres donc, d’apres I.C.1) Vect(u+av)

est stable par f pour tout a € K*. Ainsi, ’ f admet une infinité de droites vectorielles stables par f. ‘

I.C.3) Si tout sous-espace vectoriel de f est stable par f toute droite vectorielle I'est aussi et donc
tout vecteur de E est vecteur propre de f. Montrons que f admet une seule valeur propre.
Soit, pour tout u € E, \, € K tel que f(u) = A\u. Soit (u,v) € E2
Supposons (u, v) libre. On a f(u+v) = Ao (u+v) = Ayu+A,v done (Ayry— Ay )u+ (Aypo—Ap)v =
0. La liberté de (u,v) impose Ayyy = Ay = Ay
Supposons (u,v) liée. Si u = Og, on a f(u) = A\,0p et on peut convenir que A\, = A,. On peut
conclure la méme chose si v = Og.

Siu # O et v # 0, il existe a« € K* tel que v = au. Par suite, f(v) = af(u) = a\u et
f(v) = A = alyu. Comme u # O, aX, = a), et comme « # 0, A\, = A,.

Ainsi, f n’admet qu’une seule valeur propre et comme tout vecteur de E est vecteur propre
’ f est une homothétie vectorielle de rapport cette valeur propre. ‘

1.D -

I.D.1) Soit (uq,--- ,u,) une base de vecteurs propres de f. Cette famille existe puisque f est dia-
gonalisable. Soit F' un sous-espace stable par f. Si F' = {0g} ou F' = E, on a immédiatement des
sous espaces stables par f et supplémentaire de F' & savoir respectivement E et {Og}. Supposons
F #{0p} et F#E.

Comme [ est diagonalisable, ’endomorphisme fr induit par f sur F' est aussi diagonalisable.

Soit (v1, v, -+ ,v) une base de vecteurs propres de F' pour fip, k étant donc la dimension de
F. D’apres le théoreme de la base incomplete, on peut adjoindre des vecteurs de (uy, ug, - -« , uy)
a (vy, vy, -+ ,ug) de sorte a obtenir une base de E. Soit (u;,, iy, - -+ ,u;,_, ) une telle famille de

vecteurs. Par suite, Vect((uy,, -+ ,u,, -+, _,)) est un supplémentaire de F' et d’apres 1.C.1)
est stable par f.

I.D.2) Ici K = C. D’apres le théoreme de De d’Alembert-Gauss, le polynéme caractéristique de f

admet au moins une racine dans C donc f admet au moins un vecteur propre. Soit F' la somme
directe des sous-espaces propres de f. F' # {0g} d’apres ce qui précede.
Supposons F' # E. F admet un supplémentaire G stable par G et G # {0g} car F # E.
L’endomorphisme fiz a aussi un polynome caractéristique scindé dans C et donc un vecteur
propre u. u est alors immédiatement vecteur propre de f et est donc dans F. Or, F' et GG sont
supplémentaires donc u = Og ce qui est contradictoire avec u vecteur propre. Ainsi F' = E et
donc ’ f est diagonalisable. ‘

‘Si K = R, on ne peut pas conclure que f est diagonalisable dans R ‘ Prenons par exemple I'en-

domorphisme de la question 1.B.1) pour lequel les seuls sous-espaces stables sont {Og} et E et
donc tout sous-espace stable admet un supplémentaire stable et cet endomorphisme n’est pas
diagonalisable dans R.

II Deuxieme partie.

II.A -)
IT.A.1) Soit u € F. 1l existe (u;) ie{l,-p} € HFﬂ E; tel que u = Zu,

Par suite, f(u Z)\ u;. Comme, pour tout i € {1,---,p}, F et E; sont des sous-espaces

vectoriels F' N E; l’est aussi et donc \ju; € FNE;.



p p
Ainsi f(u) € @F NE;. |F = @F N E; est donc stable par f.
i=1

=1

IT.A.2) Les valeurs propres (A;)ie(1,.. p} dont deux a deux distinctes donc les sous-espaces vecto-

p
riels (E;)ieq1,.. py sont en somme directe. De plus, f est diagonalisable donc E = @EZ Par

i=1
p p
conséquent, |il existe (z;)1<i<p € H E; unique tel que x = Z x;.
i=1 i=1
II.A.3) (z1,---,x,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
donc c¢’est une famille libre. De plus, (xy,- -, z,) est immédiatement une famille génératrice de
Vect(xy, -+ ,x;) donc | (xy,- -+ ,z,) est une base de V.

I1.A.4) Ona, pourtoutj € {1,--- r}, [ (z) = Z Nz, € V,. Lamatrice de (fF7H@)) jeqr, )

i=1
1A A2 L N
1 X A2 L. Al
dans la base B, est . .
1A A2 L oAt
II.A.5) Le déterminant de la matrice de (f~'(x))jeq1,.. ,3 dans la base B, est un déterminant
de Vendermonde qui vaut : H (Aj — A;). Comme (A;)iep,rp est une famille de scalaires deux
1<i<j<n

& deux distincts, ce déterminant est non nul. Par suite, la famille (f7~'(z))jeq1,.. ;3 est libre et

étant de cardinal a égal a r, dimension de V,, |c’est une base de V. ‘

IT1.A.6) Soit ¢ € [1,p]. D’apres IL.A.5) il existe (o ;) eq,. r} tel que x; = Z amfj_l(x). Comme
j=1
F est stable par f, ' est de facon immédiate stable par f* pour tout k¥ € N. Comme = € F,
on a donc fi~Y(z) € F pour tout j € {1,---,r}. Par suite, Zaivjfj_l(x) € F et donc
j=1

p

x; € F, ceci pour tout i € {1,--- ,p}. | Onadoncz € @ FNE;, ceci étant aussi immédiatement
i=1
p p
vrai pour Og, on déduit que F' C @ FNFE; puis par double inclusion immédiate on a| F' = @ FNE;
i=1 i=1

ILB -)
I1.B.1) Soit i € {1,--- ,p}. Comme p = n et que (\;)jep ) sont deux a deux distincts, A; est une

valeur propre d’ordre de multiplicité un. Par suite, |dim(E;) = 1.

I1.B.2) D’apres I1.B.1), pour tout i € {1,--- ,n}, E; est engendré par un vecteur propre et donc
d’apres LA E; est stable par f. De plus, si D est une droite vectorielle stable par f, elle est
engendrée par un vecteur propre d’apres encore [.A et est donc I'un des sous-espaces propres F;
puisque pour tout ¢ € {1,--- ,n}, dim(E;) = dim(D) = 1. Par conséquent, Fy, Fs,--- , E, sont
les seules droite vectorielles stables par f. ‘Il y en a donc n. ‘

I1.B.3) Montrons que F est stable par f et dim(F') = k si et seulement si il existe H C {1,--- ,n}
avec card(H) =k tel que F' = @ E;.

icH
Soit H C {1,--- ,n} avec card(?]) = k. Soit, pour tout ¢ € {1,--- ,n}, un vecteur propre u; € £




tel que E; = Vect(u;). On a donc @ E; = Vect((u)ien). D’apres 1.C-1), Vect((u;)ien) est stable
icH
par f donc @ E; est aussi.
icH

p
Soit F' un sous-espace de dimension k et stable par f. D’apres II.LA.6), FF = F C @F NE;.

i=1

Soit 7 € {1,---,n}. Comme dim(E;) = 1, on a ou bien F'N E; = E; ou bien F'N E; = {0g}.

Soit H = {i € [1,n]; F N E; = E;}. On a donc F = @ E;. De plus, dim(F) = dim(EP E;) =
icH icH

Z dim(E;) = card(H), donc card(H) = k. F est donc stable par f et dim(F') = k si et seulement

si il existe H C {1,--- ,n} avec card(H) = k tel que F' = @EZ
1€H
On déduit que le nombre de sous-espaces stables par f et de dimension k est le nombre de

k-combinaisons de {1,...,n} c’est-a-dire, (Z)

I1.B.4) Sin =2, d’apres 11.B.2), | Les sous-espaces stables sont {Og}, E, E; et Es.

n

n—1
Sin >3, d’apres [1.B.2) et I1.B.3),ily a 1+ (?) + Z (Z) +1= Z (Z) = , cette formule
k=2

k=0
étant d’ailleurs valable pour n =2 et n = 1.

Les sous-espaces stables de f sont {0g}, E;, ¢ € [1,n] et @EZ-, avec H C {1,--- ,n}
icH

2 <card(H) <n-—1.

111 Troisieme partie.

IILA -)
ITI.A.1) Soitn € N. Soit P € K, [X]. Sideg(P) <0, P’ = 0et donc D(P) € K, [X]. Sideg(P) > 1,
de(P") = deg(P) — 1 donc D(P) € K,,[X]. | K, [X] est donc stable par D.

o1 0 --- 0

0 0 2 :

OnalA, = : .00
n

0 0

IT1.A.2)

a) Soit L = {p € N; 3P € Favec deg(P) = p}. Cet ensemble est non vide vu que F est de
dimension non nulle, il contient un polynéome non nul dont le degré est dans L. Supposons L non
majorée.

En ce cas, il existe une suite (P;);eny de polynomes tous non nuls de F' et de degré strictement
croissant. Cette famille est donc de degré echelonné donc est libre. Ce qui impose F' de dimension
infinie. Or, dim(F") est finie, donc L est majorée. L. C N donc L admet un plus grand élément. Soit

n celui-ci. Par suite, |il existe R € F tel que deg(R) = n.|De plus, pour tout P € F', deg(P) <n
donc | F C K, [X]. |
Remarquons que n # 0 car F' possede des polyndomes non nuls.

b) Pour tout ¢ € {0,---,n}, on montre par récurrence que deg(D'(R)) = n — 4. Or, pour tout
i €{0,---,n}, 0 < n—1i<n. Par suite, (D'(R))o<i<n est une famille de polynomes tous non

nuls et de degré échelonné donc | (D(R))o<i<n est libre.

A



¢) La famille (D*(R))o<i<n est libre d’apres la question précédente. Elle possede n + 1 éléments
qui sont tous dans K, [X] et dim(K,[X]) = n + 1 donc c’est une base de K,,[X] donc K, [X] =
Vect(D'(R))g<i<n). Par suite, K,[X] C F. De I'inclusion de III.A.1.a), on a | F = K,[X] |

ITI.A.3) D’apres II1.A.1) et TI1.A.2) F' est un sous-espace de dimension finie stable par D si et
seulement si F' = {Og(x]} ou bien il existe n € N tel que F' = K, [X]. Soit a présent F' un sous
espace stable par D de dimension infinie. Montrons que D = K[X].
Soit P € K[X]. Si P est nul, P € D. Supposons P non nul. Comme F' est de dimension infinie
il existe @ € F avec deg(Q) > deq(P). En effet, dans le cas contraire, on aurait F' C K,[X], ou
p = deg(P) et F serait de dimension finie. Soit ¢ = deg(Q). Comme F et K,[X] sont stables,
F NK,[X] lest aussi. De plus, K,[X] N F est de dimension finie donc il existe r € N tel que
K, X] N F = K,[X]. On a donc K, [X]| C K,[X] donc r < ¢. De plus, Q@ € K,[X] N F donc
Q € K,[X] donc ¢ < r. Ainsi r = ¢ donc K, [X] N F = K [X]. Or, deq(P) < deq(Q) donc
P e K,[X] donc P € F. Ainsi K[X] C F et par double inclusion immédiate, F' = K[X].

Les sous espaces stables de K[.X] par D sont donc les sous-espaces Okpx], K,[X], n € N et K[X].

II1.B. -

I11.B.1) Soit M = {u € E; By, est un base de E}. Montrons que M = E\Ker (f"1).
Si By, est une base de E, f" (u) # 0p donc u € E\Ker (f"!). L'inclusion M C E\Ker (f* 1)
s’en déduit. Soit u € E\Ker (f"'). Montrons que By, est libre.

n
Soit (ay, -+ ,a,) € K" tel que Zaif”_i(u) = 0g. Supposons ay,--- ,a, non tous nuls. Soit
=1
7 o
alors ig = max{i € [1,n]; a; # 0}. On a donc Zaif"_z(u) = 0p. Comme ™ =0, f* =0
i=1
pour tout k > n, en composant par f°~! & chaque membre de ’égalité précédente, on obtient
donc a;, f""'(u) = 0. Comme " '(u) # Og, a;,, = 0 ce qui contredit a;, # 0. Par suite,
pour tout i € {1,--- ,n}, a; = 0 et donc By, est libre. Il s’agit d'une famille de n vecteurs et
comme dim(FE) = n, By, est une base de E. Ainsi E\Ker (f"!) C M et par double inclusion

M = E\Ker (f*1).

0 1 0 0
0 0 1
II1.B.2) La matrice de f dans By, est : 0
: 1
0 0

III.B.3) Soit u € E tel que By, soit une base de E.
Soit [B'¢u = ((i = D" (u))1<i<n. | B'fu est alors clairement aussi une base de E. De plus,
pour tout i € {2, ,n}, f((i — D" () = (i—1) (((i—1) = "D (u)) et pour i = 1,
f((@ = D)!f"(u)) = 0g. Par conséquent, |la matrice de f dans B';,, est bien A,,_;.

ITI.B.4) Soit u € E tel que By, soit une base de . D’apres I11.B.3), f et D, ,[x] ont la méme
matrice représentative dans respectivement les bases (X' 1)1<;<, et Bt = (4;-1)1<i<n, OU 0D &
noté, u;_1 = (i — 1)!f"*(u) pour tout i € {1,--- ,n}.

Soit ¢ l'unique application linéaire de E dans K,_1[X] telle que pour tout i € {1,--- n},
g(X™1) =w;_;. g est un isomorphisme puisque g transforme une base en une base et la matrice
de g dans la base B's, et la base canonique de K,_;[X] est la matrice identité I,. De plus,

g tof = D‘Kn_l[x]og*1 puisque la matrice représentative de ces deux applications linéaires est
An_q.



Si F' est un sous-espace de E stable par f, ¢ '(f(F)) C g~'(F). Et donc D, _,ixj(g ' (F)) C
g '(F) donc g~ *(F) est stable par Dk, ,(x]. Réciproquement si F' est un sous-espace de E tel
que g~ (F') soit stable par Dk, ,[x], on a Dix, ,ixj(¢g7 ' (F)) C ¢g7'(F) donc g~ (f(F)) C g~ (F)
donc gog™*((f(F)) C g(g7*(F)) donc f(F) C F donc F est stable par f. Ainsi F est un sous-
espace stable par f si et seulement si g~!(F) est stable par Dk, _,1x)- D’apres IILA.3), F est un
sous-espace stable par f si et seulement si g~ (F) = {Oxx|} ou ¢ *(F) = K, [X], our € [0,n—1].
Par définition de g,

F est donc un sous-espace stable par f équivaut a F' = {Og} ou F' = Vect((ui_1)icf1, r}), ot r € [1,7n].

Il y a donc n + 1 sous-espaces stables par f.
Pour tout i € {0,---,n} Ker(f?) est un sous-espace stable par f. En effet, si u € Ker (f?),
f'(u) = 0g donc f(f'(u)) = Op donc f*(f(u)) = 0g donc f(u) € Ker (f°).

De plus, clairement Ker (f*) C Ker (f*!). Montrons que cette inclusion est stricte pour tout
i€{0,---,n—1}. Soit i € {0,--- ,n — 1}. Supposons que Ker (f*) = Ker (). Soit u € E tel
que f"H(u) # O0g. On a f"(u) = fH(f"~(u)) et f"(u) = Op. Par conséquent f"~(u) €
Ker (f**1). Comme Ker (f**') = Ker (%), f*'(u) € Ker (f?) donc f'(f* " '(u)) = 0g donc
f(u) = 0g. Or, f"1(u) # 0g. On a donc une contradiction, ainsi l'inclusion Ker (f?) C
Ker (f*1) est stricte. Les sous-espaces Ker (f*) sont donc deux a deux distincts pour tout i €
{0,--- ,n}, il y en a donc n + 1 et ils sont tous stables par f.

Par suite, |les sous-espaces stables par f sont les sous-espaces Ker (f7), ou i € {0,--- ,n}.

Partie 1V :

1. M X, étant la colonne i de M, par définition de la matrice d’'un endomorphisme dans une base,
’la matrice de f dans B, est M‘

2. Le polynome caractéristique x s de f étant unitaire de degré n, il tend vers —oo en —oo et 400
en +o00; comme il change de signe et est une fonction continue réelle, il admet au moins une
racine réelle donc ‘ f a au moins une valeur propre.

3. (a) X et Y sont bien des vecteurs de R" puisque pour tout i, z; = Re(z;) et y; = Sm(z;).
Soient (a, b) un couple de réels tels que a X +bY = 0 ce qui équivaut a (a—ib) Z+(a+ib)Z = 0.
comme MZ =\, MZ = \Z. Z et Z sont des vecteurs propres de M associés a deux valeurs

propres distinctes (car A ¢ R), ils forment une famille libre donc a — ib = a + ib = 0 ce qui

équivaut a a = b = 0 ce qui prouve que | (X,Y) est libre.

(b) On a immédiatement :

2MX = MZ + MZ =2Re ((a +ip)(X +iY)) = 2(aX — 3Y)
2MY =1 (MZ — MZ) =23m ((a+i)(X +1iY)) =2(8X 4+ aY)

ce qui prouve que le plan vectoriel F est stable par f et la matrice de fr dans la base (X,Y)

est | Mp = (_Oéﬁ g)

4. Soit E un espace vectoriel de dimension n non nulle et un endomorphisme f de E admet de
matrice M dans une base B donnée de E. Si f a une valeur propre réelle A\, tout vecteur propre
de f associé a A engendre une droite stable par f.
Si f n’a pas de valeur propre réelle, sa matrice M admet au moins une valeur propre complexe
A (n # 0). En reprenant les notations de la question C| les vecteurs z et y de E de matrices X
et Y dans la base B engendrent un plan stable par E.Ainsi :

tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension finie non nulle admet une
droite ou un plan stable.




5. Soit I'endomorphisme de R[X] défini par f(P) = PX. Si P est non nul, deg(f(P)) = deg(P) +1
donc f(P) ne peut pas étre colinéaire & P; de plus P, f(P), f2(P) est une famille libre (car étagée
en degré) donc P ne peut pas appartenir a un plan stable.

6. (a)

(b)

(c)

(d)

L’endomorphisme de R[X] défini par f(P) = PX n’admet ni droite ni plan stable.

Par un calcul (& la machine par exemple), xa(z) = (x — 1) ((z + 1)* +4) admet comme
racines 1,—1 — 27 et —1 + 2i.
=0
AX = X = J . L’espace propre associé¢ a la valeur propre 1 est la droite G
=z
1
engendrée par w = | 0
1
. 1+1)
a (
AZ = (14207 — {JJ ( _+ Dy . Choisissons Z = 1 . Introduisons comme
z=—1y i
en question C :
Z+Z ! Z+7Z !
U= 5 = 1 etv = 5 = 0
0 ! ~1

Par la question C.2, le plan F' engendré par (u,v) est stable et :
Au=—u—2v, Av=2u—v-

fr n’admet pas de valeur propre réelle donc F' ne contient pas de droite stable ce qui
prouve que F' et GG sont supplémentaires. La matrice P est la matrice de passage de la base

1 1 1 -1 2 0
canonique a la base (u,v,w) soit|[P=11 0 0]etT=[-2 -1 0
0 -1 1 0 0 1

X it e'U vérifie X'(t) = 'U = A(e'U) = AX puisque U appartient a G le sous-espace
propre de A associé a 1. De plus, X(0) = U.

t — e'U est donc solution de Py et c’est la seule par I'unicité de ce probleme de
Cauchy.

On a immédiatement z'(0) = —2(0) + 2y(0) = —a +2b et y/(0) = —22(0) —y(0) = —2a — .
x et y étant C!, par combinaison linéaire, il en est de méme de 2’ et ¢’ et :

==+ 2y = -2/ +2(2x—y)=—2'—4dx — (' +x) = 22 — bx
y' +y =22 =22 —4y = -5y —vy

’x et y sont solutions de 2" + 22" + 5z = 0.‘

Les solutions de cette équation différentielle d’équation caractéristique s? + 2s +5 = 0
de racines —1 £ 27 sont de la forme z : ¢ — e~ (Acos(2t) + usin(2t)) avec A = z(0) et
2'(0) = =X+ 2.

Pour z, A = a et —a+2u = —a+ 2b soit u = b et x(t) = e " (acos(2t) + bsin(2t)).

Pour y, A\=bet —b+2u = —b—2a soit p = —a et y(t) = e~ * (bcos(2t) — asin(2t)).

Ainsi | @(t) = e *(acos(2t) + bsin(2t), bcos(2t) — asin(2t))

Si X est une solution autre que la solution nulle de &, X ne s’annule pas sinon X et X’
s’annulent simultanément et X est la solution nulle par unicité de la solution d’un probleme



de Cauchy.

Soit ' une trajectoire rectiligne de S. Il existe un vecteur V' et une fonction v ne s’annulant
pas tels que X () = (t)V d’ou

X'(t) =9 ()V = y(t)AV

Comme v ne s’annule pas , AV est colinéaire a V' donc V' est élément de G : on se retrouve
dans le cas étudié en F.2 avec U = ~(0)V.

Les trajectoires rectilignes sont les trajectoires incluses dans GG et sont paramétrées
ae
sous la forme X (¢t) = | 0 | avec a réel non nul.

aet

Soit I' une trajectoire plane de S. Il existe deux vecteurs V; et V5 et deux fonction 7, et

72 non identiquement nulles tel que X (t) = v (t)Vi + 72(¢) Va2 . La trajectoire n’étant pas
t

T (to) 71(8) £ 0. De

rectiligne, il existe un ¢ tel que (X (¢y), X(0) est libre soit A(ty) =
Y2(to)  72(0)

plus :
VE, X'(t) = 71(t)AVL + 72(0) AVz = (1) (H)Vi + () (1) Va

A étant inversible, (AV;, AV4) engendrent un plan I contenant tous les vecteurs X' (¢).A(to)

étant non nuls, ce plan est engendré par X'(¢y) et X’(0), or ces deux éléments appartiennent

a Vect(V1,V5) =11 : 7 et I sont donc confondus : IT est un plan stable par A.

Sill # F, 7N F est une droite stable donc engendrée par un vecteur propre de A , ¢’est donc
x

G ce qui est impossible car F' et GG sont supplémentaires; d’oull= Fet X =P |y | = PY.
0

P étant une matrice constante , Y/ = P71 X’ = PAX = P7'APY = TY et on retrouve le

fait que (x,y) est solution de C,. D’ou il existe (a,b) tels que

"(acos(2t) + bsin(2t))
L(b Cos(2t)0— asin(2t))

1 1 1 e
X=11 0 0 e
0 -1 1

Les trajectoires planes sont les trajectoires incluses dans F' et sont paramétrées
e *((a+ b)cos(2t) + (b — a)sin(2t))
sous la forme X (t) = e *(acos(2t) + bsin(2t)) avec (a, b) réels non
e t(—=bcos(2t) + asin(2t))

tous deux nuls.

Partie IV :

1. (a) Si B est orthonormée pour le produit scalaire, on a €;.6; = §;; o §;; = 1 si i = j et 0
n

n
sinon. Aussi si u = E u;g; et v = g vi€;, on a nécessairement par bilinéarité du produit
i=1 i=1

n n n
u.v = E E UZ‘U]‘(SZ'J‘ = E U;V;
1=1

i=1 j=1

scalaire :

On vérifie aisément que ceci est bien un produit scalaire : c¢’est bien une forme bilinéaire,
telle que w.u > 0 pour tout u et ne vaut 0 que pour le vecteur nul.



(b) On remarque donc que m

2. Les éléments x de H sont donc définis par UX = 0 ot X représente x dans la base B. f(z) est
donc représenté par AX dans la base B
Supposons H stable par f. Pour tout élément = de H, f(z) est élément de H donc :

Vo e H, WAX = ("AU)X =0

Si V = 'AU, le vecteur v représenté par V dans la base B est donc orthogonal & H : il appartient
donc & D et est colinéaire & u ce qui équivaut a U est un vecteur propre de ‘A
Réciproquement, supposons que U est un vecteur propre de ' A alors il existe A tel que AU = \U
soit UA = AU donc si z est élément de H, TU(AX) = A'UX = 0 ce qui prouve que f(z)
représenté par AX dans la base B est élément de H.

H est stable par f si et seulement si U est un vecteur propre de 'A.

1 1 1
3. O0Ona A= | -4 —2 1]. Cette matrice a le méme polynéome caractéristique et donc les mémes
0 -1 0
valeurs propres que A. Son spectre réel est donc réduit a {1}.
z2=0
AX = X — y+ =S r=z=—y
—4dr —-3y+2=0

Il n’y a qu’un plan stable orthogonal au vecteur e; — €5 + €3 ;il a donc comme équation
r—y+z=0.

On retrouve le plan F' trouvé précédemment.

4. (a) Soit (e1,--+,&,) une base B de vecteurs propres. Sot H; 'hyperplan d’équation z; = 0
dans la base B engendré par les vecteurs ¢; avec j # i. Etant engendré par des familles de

vecteurs propres , ces hyperplans sont stables par f et m H; ={0}.
i=1

(b) Soit D; = ﬂ H;. Par récurrence sur p, 'intersection de p hyperplans est de dimension au

J#i
moins n — p. La propriété est vraie a 'ordre p = 1 puisqu’un hyperplan est de dimension
n— 1.
Supposons la propriété vraie a l'ordre p. Soit Ki,---, K,y p + 1 hyperplans et on pose

p p+1
K =()H;et K'=()H;. Comme K' = KN K,

i=1 i=1
dim K’ = —dim(K + Kpy1) + dim K + (n — 1)
Or dim(K + Kp4+1) < n et par hypothese de récurrence, dim K > n — p, d’ott
dmK' >dmK —-1>n—(p+1)

ce qui clot la récurrence.
Aussi D; = ﬂ H; est au moins de dimension 1 mais comme H; N D; = {0} :
JF#i

dim(H; + D;) = dim(H;) + dim(D;) < n <= dim(D;) < 1



donc D; est une droite supplémentaire de H;. Désignons par ; un vecteur directeur de D,.
Comme intersection de sous-espaces stables par f, D; est stable par f.

n
Il reste a vérifier que (g1, - ,&,) est une base de E. Soient ay, - - , a, tels que Z aje; = 0.
j=1
Soit ¢ fixé :

a;g; = — E najsj
Ji=1

Le vecteur de gauche est élément de D; et celui de droite de H;. Comme l'intersection est
réduite a 0, a; = 0. La famille (e1,--- ,&,) est libre de cardinal n dimension de E : c’est
donc une base de vecteurs propres, ce qui prouve que ’ f est diagonalisable.

1N



