1 DS-6-Centrale—Corr

DS-6-Centrale — Corrigé

I Fonction zéta

Q1. La série E — converge si et seulement si x > 1 (série de Riemann), donc D, =
€T
n>1

]1, 400.
1
Q2. Posons, pour tout n € N*, f,, : x €] — 1, +o0[—~ — = exp(—z1In(n)).
nl‘

o Pour tout n € N*, f,, est continue sur | — 1, +00[ (c’est une exponentielle).

« Pour tout [a,b] C|1,+o00] avec a < b, pour tout = € [a,b], |f.(z)| < fu(a) (car f,
est décroissante),
done || full&" < fu(a).

Or, Y fu(a) converge (et vaut ¢(a)), donc, par comparaison, Y || f,]|!%" converge.
n>1 n>1

La série de fonctions Z fn converge donc normalement sur [a, b], donc uniformé-

n>1
ment sur [a, b].
+oo
Par suite, ( = ) _ f, est continue sur [a, b].
n=1

Ceci étant valable pour tout [a, b] C]1, +00], ¢ est continue sur |1, +o0.

Q3. Pour tout n € N, f,, est décroissante sur |1, +o00[, donc ¢ est décroissante sur |1, +00]
comme somme simple sur |1, 4+o00[ d’une série de fonctions décroissantes.

+oo
Q4. Pour tout x €]1, 400, pour tout n € N, f,(x) > 0, donc {(z) = > _ fu(z) > 0.
n=1

La fonction ¢ est décroissante sur |1, 4+00[ et minorée par 0, donc elle admet une limite
(positive) en +oo.

Q5. Soit x €]1,+00] et n € N. tel que n > 2.

Soit g : t € [1,4+o0[— et Le fonction ¢ est décroissante sur [1,+o00[ comme inverse

d’une fonction croissante et positive.

a) Pour tout ¢ € [n,n+1], g(t) < g(n) (car g décroissante sur [1, +oo[, donc sur [n, n+1]
(car n > 2)).
D’ou, par positivité de l'intégrale (n < n +1), on a :

/nn+1g(t) dt < /:Hg(n) dt, e /:Hg(t) dt < g(n) = i'

nx
b)De méme, por tout t € [n — 1,n], g(n) < g(t) (car g décroissante sur [1,+o0[, donc
sur [n — 1,n] (car n > 2)).
D’ou, par positivité de l'intégrale (n —1 < n), on a :
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DS-6-Centrale—Corr 2

/” g(n)dtﬁ/n g(t)dt, ie 1:g(n)§/n g(t) dt.

n—1 n—1 n* n—1

¢) En mettant bout a bout les deux inégalités obtenues, on a bien :

n+l d¢ 1 nodt
/ —< =< —

t* —n® T Jpa 7
Q6. Comme x > 1, / —dt converge (Riemann), en sommant I’encadrement obtenu a
la question précédente pour n =2 3,... +o0o (la série et les intégrales convergent),

on obtient, grace a la relation de Chasles,
IR +oo 1
t < — < — dt.
/2 ;:2 n* t*

En ajoutant 1 a tous les membres de I’encadrement, on obtient :

+001

+oo 1
1+/ —dt<1+2—— =@y <1 [
1

X
nln

Enfin, comme

oo ] 1 oe 1
/ “d=— | =
SR (x — 1)t=—1 (x —1)22—1

2

oo ] 1 e 1
et/ —dt [ (:v—l)tl’_l} :(:p—l) (car z —1>0),

on a bien ’encadrement souhaité :

1 1
L < (@) <14 -——7.

1 1
Q7. Comme, pour tout z > 1, ((z) > 1+ m ol acli>nl’l+ 1+ m = +00,

! < (@) < 14— on lim 1+
(x —1)2e-1 = S = 2T o B

= 1, on a, d’apres le théoréme des gendarmes,

Q8. Comme, pour tout x > 1, 1 +

1 . 1

lim ((x) =

r—r-+00

Q9. On a le graphe suivant :
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3 DS-6-Centrale—Corr

II Etude d’une fonction définie par une somme

II.A - Ensemble de définition et variations

Q10. Pour tout n € N*, f(—n) n’existe pas (division par zéro).
Pour tout x € R\ {—n, n € N},

1 1 — 1
L)
n+x n  nn+z) notoo\n?

1 1 1
Or Z —, est absolument convergente, donc Z < — ) converge (absolument),
R a1\ +z n
donc f(z) existe.
Par suite, 2y =R\ {—n, n € N*}.
1 1 x
11. P n E@r—>< —):—.
Q 0SOns g, © ¢ i n(n+2)

a) Pour tout n > 1, g, est continue sur Z;.
b)Soit [a,b] un segment inclus dans Z;. Il existe alors ng > 1, ng + a > 0. Pour tout
n > ngy et tout = € [a,b], on a alors :

|9n ()] <

max (|al, [b])
n(n+a)

Donc, pour tout n > ny,

max(|al, |b)

||gn||oo,[a,b] = n(n+a)

max(|al, |b

Or > ’ o) converge (cf|Q10)), donc Y g, converge normalement sur [a, b).
n>ng ( ) n>ng

Comme la convergence ne dépend pas des premiers termes, Z gn converge norma-

n>1

lement, donc uniformément sur [a, b].
+o0

La fonction f =Y g, est donc continue sur [a, b] ceci pour tout [a,b] C %y, donc f
n=1

est continue sur ;.
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DS-6-Centrale—Corr 4

1 1

7 n est décroissante sur chaque intervalle contenu
n+xr n

c¢) Pour tout n € N*, g, : x —

“+o00

dans %y, donc [ = Z gn est décroissante sur chaque intervalle contenu dans Z;
n=1
comme somme d’une série de fonctions décroissantes.

f est donc décroissante sur | —n — 1, —n[ pour tout n € N* et sur | — 1, +o0|.

I1.B — Equivalents
Q12. Pour tout N € N*,

N N N N
1 1 1 1 1 1
Z( _>:Z -y —= — =Y — (enposant j =n+k)
mi\n+kon —sntkoooon j=k+1d =1 T
N+k 1 k 1
= > ——=> — (téléscopage)
n=N+1"" am1 T
ool i 1
=» —— —>» — (enposant j =n— N)
o N+ mn
b1
- 0-) — de k (fixé) limit 11
N ngl - (somme de k (fixé) limites nulles)
done (1) = 3% (- 1) = Jim > (- 1) =- 2k
onc = — — | = 1m _
—\n+k n N—+o0 “= n+k n =n
F1
Q13. Un équivalent ClaSSIqu donne Z In(k) (s’obtient par comparaison série
o} n k~>+oo

intégrale).

Pour tout z > 1, 1 < |z] <z < |z] + L.

D’ol, comme f est décroissante sur | — 1, +oo[, f(|z]) > f(xz) > f(lz] + 1), et, en
divisant pas —In(z) (< 0 car = > 1), on a finalement :

fle)) o fl@)  f(z]+1)

Inz — —lnz — Inx

LafJ

De plus, x — 1 < |z] < z,donc 1 — — < <1, donc lim Q = 1 et, par suite,
x r—+00
el

D’ou, quand z — 400, |z| — +oo et [z] € N, donc

o 7
f(lz)==>_ iz e —In(|z]) = —In(z) —In <L$J> e —Inz.
n=1 :l—/o_o/

1Soit on sait et on le sort sans réfléchir, soit... on serre les dents et on le redémontre!
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5 DS-6-Centrale—Corr

In(z) 4+ In(1 + 1/x) 1. donc, comme — (L:cj) f(x) _ _M’ on o,

Inz T—+00 Inz — —lnw - Inz

d’apres le théoréme des gendarmes, lim /(@) =1, don

T—+00 — ln €x

flz) ~ —Inz.

T—+00

Q4. 2+k¢Df=IneN 2 +k=-n=>InecN:2=—(k+n) =z ¢ Dy (car
k+n e N¥).
Par contraposée, on a bien x € Dy = v+ k € Dy.
Le calcul de (z 4+ k) — f(z) reprend les mémes idées qu’a la question [Q12Pour tout

n=1

1 1 1 1 = 1 1
oD E )
n+k+xr n n+x n —\nt+k+x n+tz

+
8

& 1

[+ k) — f(x)

n=1

Or, pour tout N € N*,

a 1 1 al 1 Yoo
> ( S o) D
= \nt+k+z n+t+z —n+tk+x ‘—nt+zx
+k 1 N 1
= > n—l—x_zm (en posant j =n + k)
j=k+1 n=1
N+k 1 k 1
= — téléscopage
Seantr e (Aopd)
b 1 G|
= _— en posant j =n — N
;j+N+x nz::ln—l—x (en p J )
G|
i 0-> n (somme de £ (fixé) limites nulles),

done

fle+k) = :i<n+k+x : )Z_zk: :

n=1

k

Q15.PourtoutxeDf,f(x):f($+k)+§n+x ln—l—x'

n

20n s’éponge le front et on soupire, parce que cela ne fait que commencer.
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DS-6-Centrale—Corr 6

Or,
limk flzx+ k)= f(0)=0 (par continuité de f en 0),
T——
ST <V SR
x%@knz::l n+ = Py (limite finie)
et hm = +OO,
z——k|x + k
donc
f(@) !
z) ~ )
z——k T+ k
Par suite, xl}{%Jr f(x) = z—}I—rllc+ i 400 et gﬁl}{rllF f(z) = ml}{rllf e 0.

II1.C — Série entiere

Q16. D’apres I'étude faite en partie I :

K—D%%+¢M=<%+1%;————%1
— +00

Ou encore :
DR+ 1]~ 1

Donc le rayon de convergence R est le méme que celui de la série Zx" On obtient

donc R = 1.

Siax =41, |(=1)F¢(k+1)z" = ¢(k+1) o 1 donc ((=1)*C(k + 1)2*) n’a pas une
—+oo

limite nulle en +oc, donc Y (—1)*¢(k + 1)z* diverge grossiérement.
keN*

1 1
Q17. Posons comme dans la question |Q10}, g,, : € Dy — ( — ) SR
n+x n n(n+ )

Pour tout n € N, g,, est de classe € sur Z;.

1

Montrons par récurrence que, pour tout z € %¢, pour tout k € N*, ) () = (=1 kkli,

p que, p £ D 9, () = (=1) (n o+ 2y

1 1
Initialisation : pour tout x € Z;, Wz)y=¢g (2)= ————ct (-1)'1l—— =
p P e) = g@) = et (Vs
1
————. D’ou l'initialisation.
(n+ )2

Hérédité : Soit k£ € N* et supposons 'hypothése de récurrence vérifiée au rang k.
Alors, pour tout z € %,

) = (o) (0 = g (0 )
_ k _(k"‘ 1> _(__1\k+1
= (VR = (D R D
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7 DS-6-Centrale—Corr

Ce qui la formule recherchée.
1
Conclusion : D’ot, pour tout k € N*, pour tout = € 2y, ¢ (2) = (=1)* k! ————.
p p £ G (2) = (—1) (0t 2

Soit j € N*. Soit [a,b] C Z; avec a < b. 1l existe ng > 1 tel que ng+a > 0.

« Pour tout n > ng, g, est de classe C* sur [a, b].

e > gn converge simplement sur [a, ] (cf. question |Q10).

n>ng

e Pour tout n > ng, pour tout k € N*,

k! < k!
(n+ x)k1 = (n+a)ktt’

va € [a,0], |gi(x)| =

k! k! k!

m. OI', Z m converge (Car —_— =

k
dOIlC ||g,(1 )||oo7[a,b} S =~ (n + a)k+1
nzj

i (k)
n%+oo( k+1) avec k 41> 1), donc, par comparaison, > [|g,” [loc,fa ) converge.
n
n>ng
Comme la convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes, Z | gﬁlk) l| oo, [a,8]
n>1
converge aussi.

La série de fonctions Z gr(f) converge donc normalement, donc uniformément, sur
n>1

la, b].

“+o0o
Dou f = Z gn, est de classe € sur [a,b], ceci pour tout [a,b] C Py, donc f est de

n=1
classe C* sur Zy et, pour tout x € Dy, pour tout k € N*,

FO) = 3 ) = (R
n=1 " n=1 . (’I’L + x)k+1 ‘
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DS-6-Centrale—Corr 8

Q18. Pour tout k£ € N*, pour tout x €] — 1, 1],

+o00 1
(k) — R AL A
79@) Z( DR
¥ 1 e ,
k'lW (inégalité triangulaire)
(n+x
+o00 1
- Z k'_i_i)k—i-l (car, pour tout n € N*, pour tout z €] — 1,1[, n + 2 > 0)
—= (n+z

OO 1
(1+x) S (n—l—x)’f“)

OO 1
<1+xk+1 (n—l))
caerE]—l 1[Vn>2 n+x > 1, donc (n+z)"' > (n+2)* > (n—1)?%)

+001

= k! en posant A = Z

Remarque : Toutes les majorations successives utilisées ici sont justifiables car la série
magjorante est toujours convergente...

Q19. Comme f est de classe € sur | — 1, 1[, on a, d’apres la formule de Taylor reste
intégral, pour tout x €] — 1, 1],

= k! 0 n!
no(i 1 x—t
— 04+ Z Z(_l)kT_H :L'k + ( ' ) f(n+1)(t) dt
k=1 \Jj=1 0 n:
= ko (s 1 (@ =1)" g
=> (=D 2 T +/ o SUTI(E) de
k=1 j=1
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9 DS-6-Centrale—Corr

/Ox (:C _ t)nf(n-‘rl) (t) dt’

n!

‘f(:v) SRk + 1)t

v (x — )" 1
/0 (z —1) (n+1)! (A + W‘W) dt‘ (positivité et question précédente)

: (z 1)
A(n+U@+lWHd4

(linéarité de l'intégrale et inégalité triangulaire)
z 1 x—1t\"
1 dt
A(n+)ﬂﬁﬁﬁ<1+J ‘

@ 1 1+ n
= Alg|™H / 1 ( —1)<h
2™ om+ %LHP 1+t

1 1 n+17%
= Alz|"*! + < tr_ 1)
1+ \1+1

<

Aﬁn+mA@—ww4+

= [[~A@ -] |+

(intégrande de la forme u'u™)

0

L ]!

1
— A n+1 :(A ) n+1
r+1 =] +1+x +1—|—x ]

— 0 (car |z| €] —1,1]),

n——+o00

— A|x‘n+1 +

donc, d’apres le théoréme des gendarmes, 1_1)21 flx) =Y (=) ¢(k+1)2* =0.

+o0 n
Done, pour tout z €] — 1, 1[, > (=1)*¢(k + 1)z* = lim ST(=D)F¢(k + 1)a* = f(a).
k=1 T =
f est donc bien développable en série entiere sur | — 1,1] et, pour tout x €] — 1, 1],
+oo
F@) = S (=1 ¢k + 1)a*.
k=1

I1.D - Intégrales

t* —1  exp(xIn(t)) — 1

1—¢ 1—t '

Si z =0, h est la fonction nulle sur |0, 1[, donc / h(t)dt converge
0

Six#0..

h est continue sur |0, 1| par opérations sur les fonctions usuelles.

Q20. Pour tout z € R, soit h : t +—

1 1/2
e h(t) oo t*—1= i 1, donc / h(t) dt converge si et seulement si —z < 1 &
— -z 0

x> —1.

—0 —0

In(t)) — 1 Int In(1+(t—1) (t—1)
h(t) = exp(@ In( ~orme_ T ~ 7 — —ux, donc h est

1—1¢ t—1 1 — ¢t 1—1¢ t—1 1 —¢ t—1

1

prolongeable par continuité en 1, donc / h(t) dt converge.
1/2
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DS-6-Centrale—Corr 10

1 +x

Pour conclure : / " dt converge donc si et seulement si x > —1. Remarque : Le
0

signe de h étant constant sur |0, 1], on a Uintégrabilité de h pour tout x €] — 1, +o0|.

Q21. Soit z > —1.

1
Pour tout ¢ €]0, 1], Zt" = 13 (série géométrique de raison t €] — 1,1[), donc
tr—1
wy ==t =S
-t =
Posons, pour tout n € N, h,, : t €]0, 1[— (t* — 1)t" = t"+* — ™.
t —
1—

+oo
Pour tout ¢ €]0,1[, Y h,(t) =
n=0

, donc > h, converge simplement sur |0, 1] vers

n>0
T

1-t
Pour tout n € N, h,, est continue sur |0, 1.
hy est intégrable sur |0, 1/2] comme différence de deux fonctions intégrable (car
1

t—

qui est continue (donc continue par morceaux) sur |0, 1].

tn—i—x —

avec —n —x < lcarn+ax > —1).

—n—x

hy, est intégrable sur [1/2, 1] car prolongeable par continuité en 1 (%Hrll h,(t) = 0).
—

hy, est donc intégrable sur |0, 1].

Si x €] —1,0], pour tout ¢ €]0, 1], "™ > ", donc

1 1 1 1
/Ummw:/ﬂ”—ww: —
0 0

n+x+1 n+1

Si z > 0, pour tout ¢ €]0, 1], "** < ", donc

1 1 1 1
/mew:/—w”+ﬂ&:
0 0

n+l ntz+1

1
Z / |h,(t)] dt =+ Z < g ey 1) converge d’apres la question [Q10
n+z n

D ou d’apres le theoreme d’intégration terme a terme,

+00 1 1
1—-1 Z/ z%(n—}-x—}—l_n_}_l):f(x)'
Q22. Posons h : (z,t) €] — 1,400[x]0, 1[— t;:tl _ eXp(ﬂflln_(tt)) -

Pour tout x > —1, ¢ — h(z,t) est intégrable sur |0, 1] d’apres la remarque de la question

Q20}

Vo €] — 1, 400,

1
et soit p € N*.

exp(zIn(t)) — 1

Pour tout ¢ €]0,1[, z — h(x,t) = 1 est de classe €™ sur | — 1,400
(exponentielle) et, pour tout k € [1,p],

o*h In(t

@(x,t) = (In t)keXpix_i()) (par récurrence).
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11 DS-6-Centrale—Corr

d"h In(t
Pour tout z > —1, pour tout k € [1,p], t — W(x t) = (In t)kexpizvr;()) est continue
(par morceaux) sur |0, 1[.
Pour tout [a,b] C] — 1, +o0[ avec a < b, pour tout k € [1,p], pour tout = € [a, b], pour

tout ¢t €]0, 1],

T a

o*h t
< |t s— = ou(t)

e t)‘—|lnt|k !

ou ¢y, est intégrable sur ]0, 1] car :
o elle est continue sur |0, 1[; item ¢y(t) oo |Int|Fte = o(t( 1+a) /2> donc ¢y est
intégrable sur ]0,1/2] (car (1 —a)/2 < 1);

1) = (I s - e ~

o = — n ~ — n — _— ~ — —

i [ 11—t 11—t
CaykE=lp  qyk—1 1 sik=1 s
(=) (t-1)"" — , donc ¢y, est prolongeable par continuité en

t=1 10 sik>1
1, donc intégrable sur [1/2,1].

142
La fonction f : x +— dt est donc de classe €7 sur [a,b].

01—
Ceci pour tout [a,b] C] — 1, +00], donc f est de classe €7 sur | — 1, 4+00].
Ceci étant valable pour tout p € N*| f est de classe € sur | — 1, +o0] et

1 k’ 1 T
Vk € N*, Vo €] — 1, 4o00[, f¥(z)= O"h ——(z,t)dt = / (Int)k :
o Oxk 0 1—t

Comme f est développable en série entiere sur | — 1, 1], son développement est sa série
de Taylor et, par unicité du développement en série entiere, on a, d’apres la question
Q19| et par identification,

FM(0)

VEEN,  (—1f(k+1) = T,

done

(k) —_1) 1
g(k+1):(—1)kf k!(O) | kll) /O(hqt)klitdt

d’aprés Vécriture de f®) trouvée et en prenant z = 0.

Q23. Posons enfin le changement de variable u = — In(¢).
Ce changement de variable est C' strictement décroissant et réalise une bijection de
10, 1] sur ]0, +o0].
De plus, u = —Int <t = e, donc dt = —e “du. Par suite, pour tout £ € N*,

C(lﬁ—l)—(_l)/ol(lnt)ldt (=1 [t (e

k! 1— k! +00 1l —e v

o (—1)F /0 ko 1
k

1 ptoo wu
= — du.
k!/o e“—lu
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IIT Probabilités

ITI.A - Loi zéta
Q24. Pour tout n € N*, P(X =n) >0 (car {(z) > 1> 0)

RN 1 X1 1
De plus, = — = ——((x) =1 car x > 1 (et donc ((x) existe).
= o "t @ et done () existe)
1 1
Q25. X admet une espérance finie si et seulement si »  [nP(X =n)| = — Y
n>1 () = 0ot
converge. a B

On reconnait la série définissant ((z — 1), qui converge si et seulement si z —1 > 1 &
T > 2.
X admet donc une espérance si et seulement si x > 2 et, dans ce cas,

E(X) =2 nP(X =n) = =5 2. 55 = T

n=1

Q26. D’apres le théoreme de transfert, X* admet une espérance si et seulement si
1 1
Y In"P(X =n)| = —= > —— converge.
n>1 ((z) pzy nth

On reconnait la série définissant ((x — k), qui converge si et seulement si v —k > 1 &
x>1+k.

X" admet donc une espérance si et seulement si > 1 + k et, dans ce cas, d’apres le
théoreme de transfert,

400 +o0 T —

n=1

Q27. X admet une variance si et seulement si X? admet une espérance finie, donc si et
seulement si x > 3 et, dans ce cas, d’apres la formule de Konig-Huygens,

(= 2)¢(w) = G — 1)

V(X) = E(X?) - (E(X))? =

¢(x)?
Q28. Pour tout a € N*,
“+oo
P(X € aN*) =P (U (X = ka)) (par définition de aN*)
k=1

+00
=Y P(X =ka) (événements incompatibles)
k=1

+o00 1 1 1 +oo 1
- kgl C(x) (ak)* — ((x)a® o n?
1
~ e
_ 1
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13 DS-6-Centrale—Corr

I1I.B - Mutuelle indépendance

Q29. Pour toute sous famille (i1, ...,4,) d’éléments distincts de [1, n],

(X (w) € ¢, N)N...N(X(w) € ¢;, N*) < (g;,| X (w) et... et ¢, | X

d’apres le cinquieme point d’arithmétique rappelé dans 1’énoncé, donc

e () )

d’apres la question [Q28]
De plus, toujours d’apres la question [Q28]

1 1 1
P(X€qN). PXeqgN)=—. —=— "~ _

On a donc P((X € ¢;,N')n...(X € ¢,N")) = P(X € ¢;,N")...P(X € ¢, N"), et ce
pour toute sous-famille de [1,n], donc les événements (X € ¢;N*),..., (X € ¢,N")
sont mutuellement indépendants.

Q30. D’apres la propriété de la continuité monotone,
+oo
n1—1>r-iI-100P(Bn) =P (kOI(X ¢ piN )) .

Pour tout w € 2,

+00
(X (w) & ppN*) & Vk € N*, pj, fX(w)
k=1
S VpeP,p [X(w) (car P={p;, i € N*})
& X(w)=1 (= : contraposée du 6eme point rappelé; < : évident)
donc

lim P(B,) =P (Jﬁo(X €pkN*)> =P(X =1).

n—-+4o0o h—1

Par suite, pour tout = €]1, 4o00],

L:IP’(le): lim P(B,)= lim P(ﬁ XgpkN*>

C(aj) n——+00 n—+o0o

= lim H P(X ¢ ppN*) (indépendance admise apres la question [Q29)

n—>+ook 1
. . - 1 . :
= nl_lgloo H (1 —P(X € ppN¥)) = nl_l&l@}}l (1 — p}ﬁ) (d’apres la question [Q28]).
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I11.C - Deux variables indépendantes suivant une loi zéta
Q31. On a

A= (X epN )N (Y € pN*) = N ((X ¢ pN*) U (Y & pNY))
peEP peEP

= ﬂ (X gpN)U Y &pN)) (car P ={p;, 1 € N'})

=

ﬂ <6((X ¢ piN") U (Y €Pz‘N*))> = Jﬁo Ch-

donc, d’apres la propriété de la continuité monotone, comme C,, forme une suite dé-
croissante d’événements (évident), on a :

+oo n
_p (ﬂ on) ~ lim_P(C,) = lim P (;Q((X ¢ DN U (Y ¢ N >>) |
Or, on peut démontrer comme a la question que les événements ((X € pyN*)N(Y €
PkN"))ke1.n sont mutuellement indépendants (le résultat final sera au carré), donc leurs
complémentaires, ((X ¢ piN*) U (Y & ppN*))ke1,..n sont aussi indépendants, donc

n—-+00

P(4) = lim P(ﬁ (X ) ULY ¢ paiv) )

= lim H P((X & peN") U (Y ¢ ppN7))

n—>+oo

= lim H (1—-P((X € peN")N (Y € prN¥)))  (en passant au complémentaire)

n—>+oo

= lim H (1-P(X € peN)P(Y € pgN*))  (car X et Y sont indépendantes)

n%+oo

11

= lim l——— ] = lim 1——| =

(d’apres la question avec 2z > 1)

III.D - Deux variables indépendantes suivant une loi uniforme

Q32. D’apres le troisieme point admis, pour tout w € €1,
W,(w) € kN* & k| Up(w) AV (w) & k| Up(w) et k| Vi, (w),
donc

P(W, € kN¥)

P((U, € kN*) N (V,, € kN*))
(U, € kN*)P(V,, € kN*) (U, et V,, indépendantes)
(U, € kN*)*  (méme loi).

P
P
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15 DS-6-Centrale—Corr

Or, les entiers j de [1,n] vérifiant k | j sont les éléments de kN* N [1,n], c’est-a-dire
les entiers qui s’écrivent ki avec i € N* vérifiant 1 <ki<n<o1<i<n/ko1<i<
|n/k] (car i est un entier).

On adonc {j € [1,n]: k| 75} ={ki, i €1, |n/k]]]}.

Enfin, comme U,, < U([1,n]), on obtient :

Card {ki, i € [1, Ln/kJﬂ}>2 _ (L”/M>2.

Card [1,n] n

P(W,, € kN*) = P(U,, € kN*)? = (

[n/k]

n

Q33. Pour tout n, k € N** |n/k| < n/k, donc
Pour tout m € N*,

<

T =

n—-4o0o n—-+o0o

> ly=> lim P(W,=k)= lim > P(W,=k) combinaison linéaire de limites finies)
k=1 k=1 k=1

= lim P( (W, = k)) (événements incompatibles),
k

donc Z lr < 1 comme limite d’'une suite de probabilités.
k=1
De plus, comme W, (2) C N*

et

+oo +o0
P ( U w,= k)) < > P(W,=k) (sous-additivité d’une probabilité)
k=m+1 k=m+1
+oo
< > P(W, €kN*) (car (W, =k)C (W, € kN¥))
k=m+1

& (kY
= > (d’aprés la question [Q32)
k=m+1 n
+o0
< ) > 1 w2 (d’apres le premier point de cette réponse)
=m-+

La convergence de la derniére série justifie a posteriori toutes les majorations précé-
dentes

Or, Y — est une série convergente (Riemann et 2 > 1), donc son reste tend vers 0,

k>1
400 1
donc, pour tout € > 0, il existe M € N* tel que pour tout m > M, Z e <e.
k=m+1
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+oo
Par suite, pour tout m > M, P ( U w,= k:)) < ¢, donc
k=m+1
Zék_l— (U(ank)>21—5.
k=1 k=1

En mettant bout a bout la majoration (valable pour tout m € N*) et la minoration
m

obtenues pour Z {y, on obtient bien :
k=1

Ve >0, dM € N* tel que Vm € N, m2Mz>1—5§Z€k§1.
k=1

Q34. La question |Q33| implique

Ve >0, dM € N* tel que Vm € N*| mZM:>1—€§Z€k§1+5,
k=1

et donc lim Z 0, =1.

m~>+oo
+oo
Par suite, la série Z (), converge et vaut 1.
k=1

De plus, comme, pour tout n € N*, P(W,, € kN*) € [0, 1], donc

te= lim P(W, € kN") € [0, 1].
+o0

On a donc Zﬁk = 1 et, pour tout k € N*, £, > 0, donc (¢x)ken+~ définit une loi de
k=1
probabilité sur N*.

Q35. e Pour tout n, k € N*?,

1 k 1
n/k—1<|n/k] <n/k, doncf—f<Ln/J§,
k n k
1 1 1 i )
Or lim ——— = —, donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, lim [/ J Z donc
e k n k n—-+00 n k

lim P(W, ekN*)—ngrmen/kJ) _ !

n——+00 n ﬁ
e On a donc, pour tout k € N*,

P(W € kN*) = lim P(W, € kN*) (propriété admise avec B = kN* C N¥)

n—-+o0o

=5 (d’apres le premier point de cette réponse)

= P(X € kN*) ol X suit une loi zéta de parametre 2 (cf. |(Q28))
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17 DS-6-Centrale—Corr

D’apres la seconde propriété admise, W et X suivent donc la méme loi de probabilité.
1 1

eOnaalorsty =PW=1)=PX=1)= -5 =——.
W=D =R =) = o~ )
Or, P(W =k) = 1_1&1 P(W,=1)= 1_15{1 PU, NV, =1).
Donc, quand n tend vers 400, la probabilité, quand on prend indépendamment deux
nombres au hasard dans [1,n] (loi uniforme) que ces deux nombres soient premiers

1
entre eux, tend vers @ = /6 =
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