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11 décembre 2019
durée : 4h

I CCP PSI Maths 1 2009 (I et II)

. o o [T 1 —cost
e Pour tout nombre réel x tel que I'intégrale généralisée ————e *"dt converge,

t2
0
on note ¢(x) la valeur de cette intégrale.

) o o oo (sint)m
e Pour tout entier naturel non nul m tel que l'intégrale généralisée ;
0

converge, on note J,, sa valeur.

+0o0
e On admettra que pour tout p > 0, l'intégrale / cos(t)e P* dt converge absolu-
0

ment et vaut .
+ p?

Partie A Etude de la fonction ¢
On désigne par d et § les fonctions définies sur |0, +o00| par :
d(x) =t — 1+ cos(t)

3() = 5 — 1+ cos(t)

1. Etude des fonctions d et 6
a) Etudier la fonction d; en déduire qu’il existe un nombre réel a tel que, pour tout

1 — cos(t
nombre réel t strictement positif, on ait I'inégalité : 0 < f() <a.
b)Etudier la fonction ¢ ; en déduire qu’il existe un nombre réel 5 tel que, pour tout
. . . e 1 — cos(t)
nombre réel t strictement positif, on ait 'inégalité : 0 < — < p.
2. Ezistence de la fonction ¢ sur [0, 4+o0].
. o e [T 1 = cos(t)
a) Etablir la convergence de l'intégrale généralisée / — e dt
0

b)En déduire que ¢(x) existe pour tout x appartenant a [0, +o00].

3. Limate de la fonction ¢ en 4o00.
a) Préciser les signe de (1) — ¢(x9) pour 0 < 21 < z5. En déduire que la fonction ¢
admet une limite A en +oo.

b)Déterminer la valeur de A (on pourra utiliser le 1.b).
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4. Caractére C* de la fonction ¢
a) Montrer que ¢ est continue sur [0, 4+o00[ (On utilisera le 2.a).

b)Montrer que la fonction ¢ est de classe C* sur |0, +o0[ (on pourra utiliser le 1.). On
citera soigneusement le théoreme utilisé.

c¢) Montrer que la fonction ¢’ admet une limite finie (que 'on précisera) en +oo (on
pourra a nouveau utiliser le 1.).

d)Expliciter ¢”(z) pour z appartenant & |0, 400[. On donnera une expression de ¢” ()

ne contenant pas le symbole |[ .

e) Expliciter ¢'(z) pour x appartenant a ]0, +o0o|. La fonction ¢ est-elle dérivable en 07

5. Expression explicite de ¢(x).
2

a) Déterminer la limite de xIn ) lorsque x tend vers +oo.

241

b)Expliciter une primitive de la fonction : # — In(z* 4+ 1) (on pourra utiliser une
intégration par parties).

c) Expliciter ¢(z) pour x appartenant a |0, 4o00].

d)Déterminer ¢(0).

Partie B Etude de existence de J,,
P /2 (sin t)m
1. Etude de — dt
0
| o (sing)” |
Justifier la convergence de l'intégrale généralisée - dt pour tout entier na-
0

turel non nul m.
+oo ikt

Pour tout entier relatif k tel que I'intégrale généralisée / dt converge, on note I},

w/2
la valeur de cette intégrale.

2. Etude de Ji.
Justifier 'existence de J; et établir une relation entre J; et ¢(0) (on pourra utiliser
une intégration par parties, en remarquant que (1 — cos)’ = sin).

3. Etude de Uezistence de 1.
Préciser la nature de I'intégrale I, selon la valeur de I'entier relatif & (on pourra utiliser
une intégration par parties). On distinguera le cas k = 0 des autres cas.

4. Etude de la nature de I

z eikt
Pour tout  appartenant a [7/2, +-00[ et tout entier relatif £, on note I (x) = / dt.
/2
a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul m et pour tout nombre réel x appartenant

. o z (sin t)m R . o

a /2, +ool, 'intégrale ~————dt a l'aide des intégrales I (z).
w/2

b)En déduire I'existence de Ja,41 pour tout entier naturel p.
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sin t) 2

; dt pour p entier naturel

+o0
c¢) Quelle est la nature de I'intégrale généralisée / (
0

non nul ?

II Séries entieres

Partie A Cours

1. Donner la formule de Taylor avec reste intégral pour f a l'ordre n entre 0 et x. On

donnera notamment les hypotheses sur f et x ainsi que les nombres (ak) 0<hen 168

entiers m et ¢ ainsi que la quantité h(z,t) tels que :

f(z) = Z ar” + R, (z)
k=0

ou
xm

Ro(x) = / (1= )" FO (e, 1)) dt

nl

Partie B Un développement en série entiere

Soit a > 0 et f : ]—a,a[—> R une fonction de classe C* telle que :
Yl eN, Vz e [0,a], fOx)>0.

1. On fixe z € [0, a].

. — fM(0) ,
a) Justifier que pour tout n € N, Z T < f(z).

[ =
k=0

b)En déduire que la série de Taylor Z

n>0

F(0)

n!

x™ converge.

2. a)Soit y € [0, a[. Justifier que la suite (R,(y)) o st bornée.

neN
b)Quel est le sens de variations de f"+1 7

c¢) Soient x, y tels que 0 < x < y < a. Montrer que :

0< Rue) < (g)+ Ruly).

3. En déduire que pour tout x € [0, af,

> L0 i)

(]

n!
n=0

4. On suppose dans cette question seulement que f est paire sur | — a, a[. Montrer que f
est développable en série entiere sur | — a, al.
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Partie C Le développement en série entiere de tan

1. a) Montrer que pour tout entier n il existe un polynéme P, a coefficients entiers positifs
tel que
Ve €] — n/2,7/2], tan™(z) = P, (tan(z))
On donnera notamment P, P, et Ps.

b)Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

2. a) Déduire de le question 1. et de la partie B que pour tout x € [0, 7/2],

+o0o
tan™ (0
tan(z) = Z an—()x”

n!
n=0

b)En déduire que tan est développable en série entiere sur | — 7/2, 7 /2].
¢) Que peut-on dire du rayon de convergence R de ce développement en série entiere ?

+oo
3. On note tan(z) = Z a,x" le développement en série entiere de tan.
n=0
a)Montrer que la fonction tan® est développable en série entiere sur | — /2, 7/2[.

Déterminer les coefficients de celui-ci.

b)Montrer que la suite (a,,) vérifie :
ap=0,a,=1,Yn>1 (n+1)a,1 = Zakan,k.
k=0

On pourra se servir d’'une équation différentielle dont tan est solution.
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