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DS-3
6 novembre 2019
durée : 4h

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K I’ensemble R ou C.
Notons :

M, »(K) Iespace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K,
M., (K) Iespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K,
GL,(K) I'ensemble des matrices de M,,(K) qui sont inversibles,

I,, la matrice identité d’ordre n.

Définitions 1. Soient (A, B) € (Mn(K))2 et A e K.

e On note E, (A, B) I'ensemble des matrices colonnes X € M,, 1(K) telles que AX =
ABX.

e On dit que A est valeur propre du couple (A, B) si E\(A, B), n’est pas réduit a
{0}, c’est-a-dire si AB — A n’est pas inversible.

e On note x, py la fonction définie sur K par x4 p)(A) = det(AB — A) et Sp(A, B)
’ensemble des valeurs propres du couple (A, B), c’est-a-dire 'ensemble des éléments

de K tels que x4 5,(A) = 0.
Dans le cas particulier ou B = I,,, on remarquera que ces définitions correspondent aux
notions de valeur propre, d’espace propre et de polynome caractéristique de A.

Ainsi, Ex(A, 1) et x4 ;) sont notés plus simplement E,(A) et x 4.
Les différentes parties sont largement indépendantes.

Partie A Diagonalisabilité dans un cas particulier

3 1 1 00 O —4 -2 -2 0 00
Soit: A=12 1 0 )|,B=1[42 0|, C=[(12 6 4 |JeteD=]0 2 0
0 0 —1 0 0 -2 0 O 2 0 0 2
1 1 0
On note aussi F = (uj,ug,uz) pouruy = [ =2 |, ug =1 0 | et uz = 1),
0 -3 -1

1. a) Montrer que B n’est pas inversible.

b)Montrer que A est inversible.
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c) Vérifier' que C = A™'B.

2.a)Montrer que X, gy = (2A — 1)2

b)En déduire Sp(A4, B).

c) Déterminer une base de E;5(A, B) et en déduire que dim E 5(A, B) = 2.
3.a) Calculer x5 4)(A) et en déduire que Sp(B, A) = {0, 2}.

b)Etablir les identités suivantes :

Eo(B, A) = vect {u;} = Eo(C) et Ey(B, A) = vect {uy, uz} = Eo(C).

C
4. a

~—

En déduire que dim Eo(B, A) + dim Eo(B, A) = 3.

Montrer que F est une base de M3 (R) formée de vecteurs propres de C.
b)Déterminer explicitement une matrice R € GL3(R) telle que C = RDR™".

c¢) Montrer que B = ARDR™.

d) Justifier qu'il existe® P € GL3(R) et Q € GL3(R) telles que A = PL;Q et B = PDQ.

4

Définitions 2. Soient (A, B, A', B') € (M, (K))".

~— T —

e On dit que le couple (A, B) est régulier s’il existe A € K tel que X(A,B)<>‘) £ 0.

e On dit que le couple (A, B) est équivalent au couple (A’ B') et on note (A, B) ~
(A', B') si il existe P, @ inversibles telles que :

A=PAQet B=PBQ.

e On dit que le couple (A, B) est diagonalisable si il existe D et D" diagonales et
telles que :
(A,B) ~ (D, D").

Partie B Régularité et diagonalisabilité
1. Soit (4, B) € (M,(K))>.
a) On suppose dans cette question que B est inversible. Pour A € K, exprimer X(a.B) (A)

en fonction de x 51 ,(A) et en déduire que X(a,p) st une fonction polynomiale dont
on précisera le degré.
b)On suppose dans cette question que n > 2. Donner un exemple® de couple (A, B) €

(Mn(K))2 pour lequel la fonction x(4,5) est la fonction nulle alors que ni A ni B
n’est la matrice nulle.

'En faisant le minimum de calculs! Ca peut se faire en une ligne...
2A nouveau : rester simple. Les matrices P et Q peuvent dépendre explicitement de A.
3Chercher des matrices pour lesquelles il est facile de calculer le déterminant.
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On admet que X(a,p) st une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a n.
2. a) Montrer que :
(A,B)~ (A,B') < 3IP,Q e GL,(K) | VAeK, \AB—A=PAB —A")Q
b)Etablir que si (4, B) et équivalent & (A’, B'), alors il existe o € K, non nul, tel que
X(ap) = O X(a py, Puis que Sp(4, B) = Sp(A’, B').
3. On suppose dans cette question que (A, B) est régulier.

a) Montrer que :

YA€ K\ {0}, Xx(4pN) = (1" X(B,A)(%)‘

b)Montrer que (B, A) est régulier.

¢) On suppose dans cette question que r et s sont deux entiers tels que 1 <r < s < mnet
Qpy Gpy1, - - -, ag des éléments de K tels que a, # 0 et as # 0. On suppose également

que X 4 s’écrit sous la forme :

S

VAEK, Xp.a)(A) = Zak/\k.
k=r

Montrer que 0 est racine de X(B,4) d’ordre r et que X(a,5) st de degré n —r.
d)Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) B est inversible;

ii) X(a,p) €St de degré n ;
iii) 0 ¢ Sp(B, A).

4. On suppose dans cette question que B est inversible. Montrer que B~'A est diagona-
lisable si et seulement si (A, B) est diagonalisable.

5. Justifier que (A, B) est diagonalisable si et seulement si (B, A) lest.

Definitions 3. Soit (A, B) un couple régulier. On suppose & partir de maintenant que B
n’est pas inversible.

e Pour A € Sp(A, B), on onte my(A, B) 'odre de multiplicité de A\ en tant que
racine de X(a,B)"
e On note Sp (A, B) = Sp(A, B) U {0}, mu(A, B) = mo(B, A) l'ordre de multipli-
cité de 0 en tant que racine de X 4 et Ex(A, B) = Eo(B, A).
On cherche un critere de diagonalisabilité de (A, B) faisant intervenir dim(E, (A, B)).
e On dit que (A, B) vérifie la propriété H si :
VA € Sp(A, B), dim(E,(A, B)) = my(A, B).
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Partie C Un critere de diagonalisabilité

Dans toute cette partie on suppose K = C. Soit (A, B) € (./\/ln(C))2 un couple régulier.
Il existe donc Ay tel que \gB — A est inversible.

Dans toute la suite de cette partie’, on suppose pour simplifier les notations que
Ao = 0 si bien que A est inversible.

On note d le degré de X(a,p) €t C=A"'B.
1. a) Montrer que Eo(C) = Eo(B, A) = Ex (A, B).

b)Montrer que si A # 0 alors E\(C) = Eq1/\(A, B).
c)Soient Aj, ..., Ap des éléments distincts de C. Justifier que si Sp(C) = { o, ..., Ak},

1 1 1
alors Sp (A, B) = {/\—1, e )\—k} ol on a posé g =
2. Vérifier que my (A, B) = n — d, puis que Z mx(A, B) = n.
AESP.. (A,B)

3. On suppose dans toute la suite de cette partie que (A, B) vérifie la propriété H.
a) Montrer que Z dim(E,(A4, B)) = n.
AESp..(A,B)
b)Montrer que C' est diagonalisable.
¢) Etablir que le couple (A, B) est diagonalisable.

Dans la suite du probleme, on admettra que si (A, B) est régulier et que K = C alors
(A, B) est diagonalisable si et seulement si (A, B) vérifie la propriété H.

Partie D Un exemple de non diagonalisabilité

Soit n € N* et soit B = (ey,...,e,) la base canonique de C".
On considere 'endomorphisme f de C" tel que :

fler) =0 etsin>2, Vke[2,n], fle)=-ei

On note A, la matrice de f dans la base B et B, = A,'.

On note g 'endomorphisme de C" dont la matrice dans la base B est B,,.
Pour A € R, x(4,,8,)(A) sera noté ¢, (A). On définit de plus co(A) = 1.

1. Donner la forme explicite des matrices A,, et B,,.

2. Vérifier que la matrice de A\g — f dans B est :

4Et seulement celle-ci!
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3. a)Calculer ¢1(A), c2(A), c3(N) et ca(N).
b)Montrer que pour n > 2, ¢,(A) = X - ch—2(N).
c¢) En déduire, pour k € N, les expressions de cor(N) et copi1(A).
d)Donner une condition sur n pour que (A,, B,,) soit régulier.
4. a) Déterminer dim(Eq(A4, By)) et dim(Eo (A4, By)).
b)Calculer mgy(Ay, By) et moo(Ay, By).
c¢) Le couple (Ay, By) est-il diagonalisable ?
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