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Variables aléatoires : compléments

Andrei Markov (1856-1922)

Mathématicien russe'?, est surtout connu pour ses travaux en proba-
bilités.

Il est 1’éleve, entre autres, de Tchebychev et son étude de la distribution
des lettres dans le roman Fugéne Onegin d’Alexandre Pouchkine 1'ont
amené a développer 'outil qui sera appelé par la suite en son honneur
« chaines de Markov ».

Ses travaux sont variés et touchent aussi bien 1'algebre (formes qua-
dratiques binaires, c’est a dire les fonctions de la forme ¢(z,y) =

az® +bry + cy?), Panalyse (fractions continues et équations différentielles) que les proba-
bilités.
On lui doit, entre autres :

e Les chaines de Markov qui permettent de modéliser des marches aléatoires :

— a espace d’état discret : a chaque instant on est a une position choisie dans un
ensemble ou on peut numéroter les éléments’ ;

— & temps discret : les instants sont eux aussi numérotables’

— sans mémoire : toute I'information utile pour la prédiction du futur est conte-
nue dans 'état présent.

« L’inégalité” de Markov (qu’il & co-découvert avec son frére Vladimir Andreievich
Markov)
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'Merci qui ? Ben pas mamie Nova, mais MacTutor et Wikipedia...

2Le nom devrait étre écrit en cyrillique, mais bon, euh, ben...

3Comme les postions sur un jeu de I’oie, un Monopoly ou (plus compliqué) les différentes configurations
d’un échiquier.

4Comme les différents coups lors d’un jeu.

*Voir le TV de ce cours
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Les questions

1 Quelles lois sont a connaitre ?

Elles sont au nombre de 4 : uniforme, binomiale, géométrique et Poisson.

2 Que doit-on savoir sur elles?

Tout ! Pour étre précis : loi, moments, fonctions génératrices...

3 A quoi servent les fonctions génératrices ?

A calculer facilement des moments, a trouver des lois...

Les savoir faire

o Savoir calculer une fonction génératrice.

o Savoir utiliser une fonction génératrice pour trouver une loi, pour calculer une
espérance ou une variance.

e Savoir calculer avec les lois usuelles.

« Savoir utiliser les inégalités de Markov ou de Bienaymé-Tchebychev pour majorer
une probabilité.

I Vecteurs et indépendance

Dans tout ce paragraphe (€2, .4, P) est un espace probabilisé.

1 Vecteurs

Propriété 1

Si Xy,..., X, sont des variables aléatoires discretes, alors U définie par :

Yw e Q, Uw) = (X1(w), ..., Xpw))
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k est une variable aléatoire discrete telle que U(Q) C X7(Q) x - -+ x X,(2). J
REMARQUES
1. Par abus de notation, on écrira U = (X7, ..., X,).

2. De méme, si U = (X,...,X,) et V = (Y3,...Y)) alors (U,V) sera noté sous la
forme (U, V) = (X31,...,Xp, Y1,...,Yy).

2 Indépendance

-

Propriété 2

Si Xy, ..., X, Y1,..., Y, sont des variables aléatoires discretes (mutuellement) indé-

pendantes alors il en est de méme pour U, Y3, ..., Y, ou U = (X;,..., X,).
& J

Propriété 3

Si U et V sont indépendantes et f et g deux fonctions définies respectivement sur
U(Q) et V(Q) alors f(U) et g(V') sont indépendantes.

(. J

EXEMPLE 1 Si (Xk)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes alors pour tout n,
X1+ -+ X, et X,,41 sont indépendantes.

II Variables aléatoires a valeurs dans N

A Espérance

Propriété 4

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. X a une espérance si et seulement si
> P(X > n) converge. Dans le cas ou cette série converge,

n>1
+o0o
E(X) =) P(X >n)
(. "=t J
REMARQUES 1o
1. Une autre version de cette formule est E(X) = Y P(X > m).

m=0
2. Cette formule fournit un lien entre la fonction de répartition et 'espérance. On
rappelle que Fx(n) = P(X < n) et donc la la formule donne

+oo +oo

E(X) = > (1— Fx(n—1)) = > (1 — Fx(m)).

n=1 m=0
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B Fonctions génératrices

Dans tout ce paragraphe, on s’intéresse principalement aux variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans N. On peut cependant étendre les idées a d’autres ensembles image. 11
y aura cependant des difficultés techniques supplémentaires.

1 Définition

Lemme 5

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N. Le rayon de convergence
Rx de la série entiere Z P(X = n)t" vérifie Rx > 1.

n>0

REMARQUES
1. Le théoreme du transfert permet de dire que

+0o0
Vt €] — Rx,Rx[, E(t*)=> P(X =n)t"
n=0

2. La somme de la série est C* sur | — Rx, Rx][.

Définition 1

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N. La fonction génératrice de
X est la somme :

Gx(t) =E(t*) = iOIP(X = n)t".

. J

REMARQUES
1. La fonction génératrice est au moins définie sur [—1, 1] et est C* sur | — 1, 1].

2. Dans d’autres filieres (PC par exemple) la terminologie est « série » génératrice.

3. Par unicité du développement en série entiere, deux variables aléatoires on méme
fonction génératrice si et seulement si elles ont méme loi.

EXEMPLES 2
1. Fonction génératrice de la loi uniforme.

2. Fonction génératrice d'une loi de Bernoulli, d'une loi binomiale.
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( Propriété 6 ‘

L La Fonction génératrice d’une variable aléatoire caractérise sa loi. J

REMARQUE Le mot génératrice dit bien ce qui se passe : la fonction engendre la loi : on
peut retrouver la loi a partir de la somme de la série entiere.

2 Moments

Propriété 7

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice.

(1) X a une espérance si et seulement si Gx est dérivable en 1.

(2) dans ce cas : E(X) = G'x(1).

(S J

REMARQUES
1. L’hypothese de dérivabilité est vérifiée dans le cas Rx > 1 (voir les remarques
autour du lemme 5).

2. Si Ry = 1 alors il est préférable’ de calculer la somme puis de voir si on peut
dériver en 1.

Propriété 8

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et Gx sa fonction génératrice.

(1) X a une variance si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1.

(2) dans ce cas : V(X) = G%(1) + Gy (1) — (G’X(1)>2.

& J

REMARQUES
1. Les remarques faites au théoreme précédent tiennent encore.

2. En fait si Gx est deux fois dérivable en 1, c’est X (X — 1) qui a une espérance et
onaG%(1) =E(X(X —1)).

EXEMPLES 3
1. Calcul de I'espérance de la loi uniforme

2. Calcul de I'espérance et de la variance d'une loi de Bernoulli, d'une loi binomiale.

Les théorémes généraux ne sont d’aucun intérét dans ce cas : pour les utiliser il faut montrer la
convergence de la série de somme E(X) pour obtenir la dérivabilité.
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3 Somme

( Propriété 9 1

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N. Alors :

Gx+y = GX X Gy.

REMARQUES
1. Avec la propriété 6, on peut ainsi trouver la loi d'une somme.

2. En utilisant la remarque finale du I, on montre par récurrence sur m € N* que si X,
.., X, sont indépendantes et que S = X7+ .- -+ X, alors Gg = Gx, x---x Gy, .

3. Sien plus Xj,..., X,, sont indépendantes et de méme loi’, alors la fonction géné-
ratrice de S = X; + --- + X, vérifie :
Gs=(Gx,)".

EXEMPLES 4
1. Loi de la somme de deux variables suivant une loi uniforme.

2. Stabilité de la loi binomiale par la somme. Lien Bernoulli, binomiale.

IIT Lois discréetes usuelles

1 Loi uniforme

Cadre

C’est la loi du numéro tiré avec un dé non pipé ou une roulette ou tous les secteurs sont
de méme taille.

Loi

-~

Définition 2

Soit V' C R un ensemble fini. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur V', ce
qu’on note X — Uy si et seulement si :

1

Dans le cas ou V' = [[1,n], on dira que X — U,,.

"On dit souvent « indépendantes et identiquement distribuées » abrégé en i.i.d.
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Moments

Propriété 10

une variable aléatoire qui suit une loi uniforme a des moments de tous ordre. Notam-
ment, si X — U, alors :

1
E(X)= "7,
2
n?—1
V(X) =
(X)=—
= )
Fonction génératrice
p
Propriété 11
Si X < U, alors :
1¢— tn-i-l
1 n —— sit#1,
Rx =400, VteR, Gx(t)=—(t+---+t")=<¢n 1—t
n 1 sinon.
N\ J

2 Loi binomiale

Cadre

Ici on compte le nombre de succes quand on répete la méme épreuve indépendamment®.

Loi

-

Définition 3

La variable aléatoire N suit la loi binomiale de parametre p €]0, 1], ce qu'on note
N — B(n,p) si et seulement si :

N(@Q) =[0,n], VYnel[o,n], P(N=k)= (”) pF(1 — p)nt.

.

REMARQUES
1. Le cas n = 1 est particulier : la loi B(1,p) est aussi appelée loi de Bernoulli et on
'abrege en B(p). Une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli est en fait une
indicatrice : celle du succes a 'unique épreuve du schéma de Bernoulli.

80n effectue un schéma de Bernoulli
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2. Lescasp = 0 et p = 1 sont des cas extrémes’. Ils correspondent aux cas N constante
égale respectivement a 0 ou n.

Moments

Propriété 12

Si N < B(n,p) alors N a des moments de tous ordres. Notamment :

E(N) = np,
V(N) =np(1 —p).

Fonction génératrice

Propriété 13

Si N — B(n,p) alors :

Ry =400, VteR, Gy(t) = (1 —p+pt>n.

Et plus

( Propriété 14

Si les variables By, ..., B, sont indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli

de parametre p alors :
N=B;+---+ B, = B(n,p).

REMARQUE On a une forme de réciproque. Si N < B(n,p) alors X = By + -+ + B,,
ou B; est la variable de Bernoulli indicatrice de I’événement « la k° expérience est un
succes ». Les variables (By) sont mutuellement indépendantes.

-

Propriété 15

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les
lois B(n, p) et B(m,p) alors :

X+Y < B(n+m,p)

9Pour ne pas dire dégénérés...
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3 Loi géométrique
Cadre

Cette loi est un temps d’attente : elle calcule le nombre d’essais indépendants jusqu’au
premier succes. Il ne faut pas la confondre avec la loi binomiale. Ici le nombre d’expériences
est aléatoire.

Loi

-

Définition 4

La variable aléatoire T suit la loi géométrique de parameétre p €]0,1[, ce qu’'on note
T < G(p) si et seulement si :

T(Q) =N, VneN, P(T=n)=(1-p)" 'p

- J

REMARQUE Les cas p =0 et p = 1 sont exclus car :

1. Si p =0, alors il n’y a jamais de succes et donc « T' = +00 » et on a donc pas de
variable aléatoire.

2. Si p=1 alors T est constante égale a 1.

Moments

Propriété 16

Si T — G(p) alors T" a des moments de tous ordres. Notamment :

1
E<T) -
p
1—p
V(T) = :
(T) e
. J
Fonction génératrice
p
Propriété 17
Si T < G(p) alors :
1 11 pt
Rr=-, Vte|——,—|, Gr(t) = ———.
p | pp[ ) 1—(1-p)t
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Et plus

La loi géométrique est sans mémoire. Plus précisément :

( Propriété 18

Si T(Q) C Nalors T'— G(p) ssi :

Vn,meN, P(X >n+m|X >n)=P(X >m)

4 Loi de Poisson
Cadre

Cette loi modélise le comptage d’événements rares. On sait qu’on est en présence d'une
loi de Poisson quand on doit compter le nombre d’événements alors qu’on ne connait que
le nombre moyen de ceux-ci.

En fait, on est en présence'® d’une loi de Poisson lorsque les événements qu’on compte
sont rares, isolés et que leur nombre est peu ou prou proportionnel au temps d’étude.

Loi

Définition 5

La variable aléatoire U suit la loi de Poisson de parametre A > 0, ce qu’on note
U < P()) si et seulement si :

A"

UQ) =N, VneN, P(U=n) o

REMARQUE Le cas A = 0 est exclu car il correspond a U constante égale a 0.

Moments

-

Propriété 19

Si U < P(A) alors U a des moments de tous ordres. Notamment :

E(U) = A,
A

0Voir le polycopié sur la loi de poisson.
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Fonction génératrice

( Propriété 20

Si U — P(A) alors :

Ry = 400, VteR, Gy(t) =D,

Et plus

-

Propriété 21

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi de
poisson de parametres respectifs A et pu. Alors :

X+Y < PA+p).

(S )

REMARQUE En utilisant la remarque suivant la propriété 9, on peut étendre la propriété
précédente a une somme quelconque de variables indépendantes suivant une loi de Poisson.

IV Théoréemes d’approximation

1 Théorémes généraux

p
Théoréme 22 (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire réelle discrete a valeurs positives. Alors, pour tout A > 0,

E(X)
P(X 22 < ——

(S J

REMARQUES
1. On voit que, puisque X est positive, on a pour tout p € N* I’égalité d’événements :

(X >0) = (X7 > W),
De ce fait, si X? a une espérance, 'inégalité de Markov donne :

E(X?)
AQ

P(X > \) <

2. Si X n’est pas a valeurs positives, on remplace X par | X| pour majorer P(|X| > \).
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-

Propriété 23

(Inégalité de Bienaymé-Tchebichev) Si X une variance alors pour tout A > 0 :

V(X)
P(X ~E(X)| 2 %) < i3
. J
2 Résultats asymptotiques
Propriété 24
Si X, — B(n,p,) et np, ———— X alors :
n — +00
AN
Vk € N, ngnﬁmP(X" =k)j=¢ R
. J

Théoréme 25 (Loi faible des grands nombres)

Soit (Xn> ., une suite de variables aléatoires indépendantes et ayant toutes la méme
n>

espérance /. et la méme variance o2. Alors :

X+ + X, 2
ne

n

Par suite

X7+ + X,
ot o) s
n n — 400

& J
REMARQUES pur, | Xit o+ Xn iss

1. Attention ce théoréme ne dit pas que la moyenne admet pour limite

n

. Ce qu’il dit ¢’est qu’a un certain instant n, la probabilité d’étre dans I'intervalle
[t — e, + €] est un O(1/n). Dong, si on suit I’évolution de la moyenne quand n
varie, il est possible (et probable) que celle-ci sorte de 'intervalle.

2. On peut montrer, et c’est plus difficile'’, que sous certaines hypotheses simples'?,
il est presque certain que la moyenne tende vers u. C’est la loi forte des grands
nombres qui dit que :

Xi+---+ X,
]P) //,L :1
n n — +00

Hest un résultat di & Kolmogorov. En prenant des hypothéses simples : méme loi, moments centrés
d’ordre 4, on arrive & un théoréme pas trop douloureux (i.e. faisable en exercice) & démontrer...
2Tndépendantes, de méme loi et ayant une espérance. Donc moins que pour le théoréme 25.
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