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Fonctions vectorielles d’une variable réelle

Dérivation (provisoire)

Edouard Goursat 1858-1936

professeurs étaient Gaston Darboux et Charles Hermite.

Goursat fut regu au concours d’entrée a 1’Ecole normale supérieure

/""" ! apreés seulement une année' de classe préparatoire au lycée Henri-IV
‘ en 1876. Il soutint en 1881 une these portant sur I’équation différen-

A tielle lindai : o - . :
- A ielle linéaire qui admet pour intégrale la série hypergéometrique. Ses

L’ouvrage le plus connu de Goursat est son cours d’analyse, qui couvre
| 'ensemble de la discipline, du moins telle qu'on pouvait la connaitre
| vers 1900. L’auteur en révisa les éditions successives jusqu’a sa mort.

Ce cours reflete la part écrasante prise par 'analyse classique dans ’enseignement des
mathématiques en France jusque dans les années 30, c¢’est-a-dire jusqu’a ce que I'influence
de I'école algébrique allemande se fasse sentir a l'initiative du collectif Bourbaki. Les
jeunes mathématiciens de I'entre-deux guerres considérérent alors avec dédain ce cours
d’analyse, trop touffu et ne répondant plus aux nouveaux canons de la rigueur ensembliste.

Pour autant, sa définition de fonction est toujours” au gofit du jour :

On dit que y est une fonction de x si a une valeur de x correspond une valeur
de y. On indique cette correspondance par 1’équation y = f(z).
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'Un vrai cador!

oo

ZEncore que, dans les années 70, les mathématiques “modernes” ont imposé (et ont fait digérer aux

collégiens/lycéens de cette époque) quelque chose du genre :

Relation A est une relation <— (Vz)(z € A= (Ju)(Iv)(z = (u,v)). On écrit uAv si (u,v) € A.

Fonction f est une fonction <= f est une relation et (Vz)(Vy1)(Vy2)(zfy1 et xfys = y1 = y2). On

écrit y = f(x) si zfy (c’est-a-dire (z,y) € f)

Simple, intuitif et facile a utiliser, non ?
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Les savoir faire

1 Se souvenir

e Que “vectorielle” est une extension de “a valeurs numériques”.

e Qu’on peut toujours se ramener aux coordonnées.

2 Continuité

e Lire le cours sur la continuité dans un espace vectoriel normé!

3 Dérivabilité

Savoir utiliser la définition de dérivée en un point, de fonction dérivable.

Savoir dériver la composée d’une application linéaire, multilinéaire et d’une ou plu-
sieurs fonctions vectorielles.

Savoir diagnostiquer le caractére C* d’une fonction vectorielle.

Savoir reconnaitre une application c* par morceaux.

Savoir utiliser le théoréme de prolongement de classe C.

Le cours

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont des fonctions définies sur un intervalle I de
R non vide et non réduit a un point. Ces fonctions sont a valeurs dans un espace vectoriel
F sur K = R ou C, de dimension finie égale a n. Le cours de premiere année a traité les
cas F =R ou F = C (c’est-a-dire n = 1 ou 2).

EXEMPLES 1
1. f:2¢€]0,2] — (222 + 1,1In(x), arcsin(z — 1)) € R?;

e In(x 1
[ M:x€R+»—>< e(x) x2—|—1>€M2(R);

N

3. M:teR s (1) € M,(C);

1<p,g<n

4. pour généraliser : on définit une fonction M de I et a valeurs dans M,,(K) par M(t) =
(ap:q(t))xp q<n OU les a4 sont n? fonctions de I a valeurs dans K;

5. Si P est un polynéme fixé de K,[X], on peut définir f par : pour tout t € R, f(t) =
P(tX) € K,[X]. Attention : f(t) est un polynéme, il faut comprendre qu'a ¢ on associe les
n + 1 coefficients de f(¢)...
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On rappelle qu’en dimension finie la notion de limite et de continuité ne dépend pas de
la norme et que, sauf exception, il est inutile de préciser la norme utilisée (pour F).

On est donc dans un cas particulier des fonctions d’une partie d’un espace vectoriel normé
(ici R est, bien sur, muni de sa norme usuelle : la valeur absolue) dans un autre espace
vectoriel normé. Le but du cours est de voir les propriétés supplémentaires qu’engendre
I’ensemble de départ.

Pour clarifier les choses il arrivera que 'on mette une fleche sur les objets qui appar-
tiennent a F comme dans 'expression x — x - q+ 7, qui représente une fonction affine
de R a valeurs dans F.

Les nouveautés

Beaucoup d’énoncés sont tres proches (voire les mémes) que ceux du cours de premiere
année. Il reste cependant un petit nombre d’idées nouvelles ou d’extensions de notions
connues. Celles-ci sont présentées par les symboles @) et par une marque dans la marge.
On peut donc se contenter de lire rapidement ce polycopié et de réserver son attention
aux vraies nouveautés.

VOCABULAIRE On dit qu’une propriété, portant sur une fonction définie sur un intervalle
I, est vraie au voisinage de a si et seulement si

e clle est vraie sur l'intersection de I et d’un intervalle ouvert centré en a lorsque
a€R;

e clle est vraie sur un intervalle de la forme |c, +00] si a = +00[;

e clle est vraie sur un intervalle de la forme | — 0o, ¢[ si a = —o0[;

I Dérivée d’une fonction vectorielle de la wvariable
réelle

1 Définitions

Définition 1 (dérivée)

Soit [ un intervalle de R. une fonction f : I — F est dérivable en un point xq € I si
(f (x) = f(xo)

, définie sur I\ {x¢} admet une limite en z,. Cette
r — X

I’application x —

df
a(%) ou D(f)(xo).

limite est alors appelée la dérivée de f en g et est notée f'(xq),
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Propriété 1

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I dans F et o € I. On a équivalence
entre les deux propriétés suivantes :

(i) la fonction f est dérivable en zg;

(ii) il existe un élément K € F et une fonction € : I — F tels que :

Ve el, f(x) = f(xo) + (x — o) - K + (x — x9) - £(x) et xli_r}rslcoe(x) ~ 7.

REMARQUE On a alors K = f'(x). La propriété (ii) qui dit que f est différentiable en
xo est, en fait, 'existence d'un développement limité a ’ordre 1 pour f en xy.

Définition 2 (@)

Si f: I — F est dérivable en xzy alors 'application linéaire de R dans F définie par

dfao(h) = h - f'(x0)

s'appelle la différentielle de f en xy.
-

J

REMARQUE Cette définition n’est pas tres utile ici, mais elle sera centrale lorsqu’on
arrivera aux fonctions de « plusieurs variables », c¢’est-a-dire au cas des fonctions d’une
partie A d’un espace vectoriel E (différent de R) a valeurs dans F.

Définition 3 (dérivées latérales)

Soit xy un élément de I qui n’est pas sa borne supérieure. Une fonction f de I dans
F est dite dérivable a droite en xq si et seulement si :

i 1@ = o)

x*)xar T — Zo

existe dans F.

La limite f}(xo) s’appelle la dérivée d droite de f en x.
On définit de la méme facon la dérivée a gauche de f en un point xg € I qui n’en est

pas la borne inférieure.
- J

On a directement :
p

Propriété 2

Soient o un point I qui n’est pas une des bornes de I (donc est intérieur a I) et f
une fonction de I dans F. On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(i) f est dérivable en zg;
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k

(ii) f est dérivable a droite et & gauche en xg et fi(xo) = f, (o). J

Définition 4 (fonction dérivée)

Une fonction f: I — F est dite dérivable su lintervalle I si et seulement si elle est
dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction qui & tout x de I associe f'(x)

df

est appelée la fonction dérivée ou lapplication dérivée de f sur I. On la note f, s
x
ou D(f).

Définition 5

Soient I un intervalle de R et f : I — F. Si J est un intervalle inclus dans I, la
fonction f est dérivable sur J si et seulement si sa restriction f|; est dérivable.

Propriété 3

Soient I un intervalle de R, f: [ — F et 2y € I. S’il existe un réel a > 0 tel que la
restriction de f a IN|xg — a, xg + «f soit dérivable en xy alors f est aussi dérivable
en xg.

Propriété 4

Une fonction f de I dans F est dérivable sur I si et seulement si elle I'est sur tout
segment inclus dans 1.

2 Propriétés des fonctions dérivables

Propriété 5

(S

Soit I un intervalle de R. Toute fonction f : I — R dérivable en un point est
continue en celui-ci.
La réciproque est fausse.

Propriété 6 (@)

Soient B = (e1,...,e,) une base de F et f: I — F telle que f =) frex.
k=1
La fonction f est dérivable en un point xg de I si et seulement si toutes les fonctions
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coordonnées fj le sont. On aura alors :

EXEMPLE 2 f:R — K, [X] définie par f(t) = P(tX). Montrer que f'(t) = XP'(tX).

-

Corollaire 7

Une fonction f : I — C est dérivable en x si et seulement si ses fonctions partie
réelle et partie imaginaire le sont. On a alors :

!/

I(x0) = (Re()) (o) + i(Im (1)) (o).
Il en découle que f est aussi dérivable en z et :

(7) (o) = /(o).

Propriété 8 (combinaison linéaire)

Soient f et g deux fonctions de [ dans F dérivables en x( et A\, i deux nombres.
Alors la fonction Af + pg est dérivable en xg et :

(Af 4 19) (o) = Mf'(20) + pg' (20)-

Propriété 9 (@)

Soient f : I — F dérivable en zg et u € L(F,G) ou G est un K-espace vectoriel
(normé) de dimension finie.
Alors l'application g = u o f est dérivable en xg et :

(uo f)(xo) = u(f(20))-

-

Propriété 10 (@)

Soient Fy, Fy et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie et B : F; X
Fy — G une application bilinéaire.

Sifi:I—Fy, fo: I — Fysont deux applications dérivables en z( alors ’applica-
tion B(f1, f2) qui a x associe B(fi(x), fo(x)) est dérivable en xq et :

(B(f1, £2)) (o) = B(Ji(@0), falo)) + B(fi(wo), f3(xo)).

EXEMPLES 3

1. A: I — My, (K), B: I — M, ,(K) sont des fonctions dérivables. Dérivée de AB?
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2. Sin=p, dérivée de A??

REMARQUE Ce théoreme est a rapprocher de celui qui donne la dérivée d’un produit
de fonctions a valeurs numériques. Il y a un théoréme équivalent pour la dérivée de
©(f1,..., fp) ol ¢ est p-linéaire... La regle de base : on dérive comme si on avait un
produit de p termes. Le cas le plus courant étant la dérivation d’un déterminant.

Corollaire 11

Soient f: I — F et v: I — K deux fonctions dérivables en x.
Alors la fonction vf : z € I — v(x)f(z) est dérivable en x, et :

(vF) (o) = '(w0) £ () + (o) £ (o).

Corollaire 12 (@ cas particulier du produit scalaire)

Soient F' un espace euclidien et f, g deux fonctions de I dans F dérivables en x.
Alors la fonction (f | g) 1z € I — (f(x) | g(m)) est dérivable en xg et :
(£ 1 9) (o) = (f'(x0) | 9(x0)) + (F(z0) | ¢'(x0))-
En particulier ||f]|* est dérivable en xq et :
2\/ /
(L£12) (o) = 2(F'(wo) | F(z0)).

- J
p

Corollaire 13

Soient F un espace euclidien et f : I — F une fonction de norme constante sur [ et

dérivable en xy. On a alors :

(f'(o) | f(xo)) =0.

- J

Propriété 14 (composée)

Soient f: I — R et g: J — F deux fonctions respectivement dérivables en xq € [
et yo = f(zo) € J, avec f(I) C J.
Alors la fonction composée g o f est dérivable en zq et :

(g0 f) (o) = f'(z0)g (f(x0)).

p!
Corollaire 15 (@)

Soient F un espace euclidien et f : I — F une fonction dérivable en z.
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Si f(xo) # T alors la fonction | || est dérivable en z et :

(f'(x0) | f(0))
1f(zo)ll

AN (o) =

p
Propriété 16

Soit f : I — F une fonction dérivable sur I'intervalle I.

Alors la fonction f est constante sur [ si et seulement si sa dérivée est nulle sur I.
& J

II Dérivées successives d’une fonction vectorielle

1 Définitions

Définition 6

e Si la fonction dérivée f’ d’une fonction f : I — F est dérivable sur I, alors
d2f

sa dérivée est appelée la fonction dérivée seconde de f et est notée f”, Tz ot
x
D(f).

e Par récurrence, on définit de méme les fonctions dérivées successives de f (si
dk
elles existent). Si k € N*, la fonction dérivée k° est notée f*, 4 ou D¥(f).

dz*
NS J

REMARQUE On note () = f et on a donc, sous réserve d’existence :

wrem 1= (1) = (1)

Définition 7

Soit p € N*. une fonction f : I — F est dite de classe C? sur [ si et seulement si
elle est p fois dérivable sur I et sa dérivée p° est continue sur I.

Une fonction est dite de classe C™ sur [ si est seulement si pour tout entier p, elle
est p fois dérivable sur I.

NOTATION Pour p € N* U {oc}, on note :
e DP(I,F) 'ensemble des fonctions p dérivables sur I a valeurs dans F';

e CP(I,F) I'ensemble des fonctions de classe C? sur I a valeurs dans F.

On a clairement D*(I,F) = C>(I,F).
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( Définition 8 ‘

Soient f : I — F et J un intervalle inclus dans I. La fonction f est dite de classe
CP sur J si et seulement si sa restriction f|; est de classe C?.

REMARQUE z +— |z] est C* sur Ry bien qu’elle ne soit pas dérivable en 0 car sa
restriction a R, est x — ...

Propriété 17

Soit p € N* U {oo} et f: [ — F de classe C? sur I.

Alors la fonction f est de classe CP sur tout intervalle J inclus dans I.
& J

Propriété 18

Soit p € N* U {oo}. une fonction f: I — F est de classe C? sur I si et seulement si
f est de classe C? sur tout segment J inclus dans I.
(.

p
Définition 9

Soit p € N* U {oo}.

1. Une fonction f définie sur un segment [a, b] et a valeurs dans F est dite de classe
CP par morceauz sur [a, b] s'il existe une subdivision o = (x;)o<;<p de [a, b] telle
que la restriction de f & chacun des intervalles |z;, x4 soit prolongeable en
une fonction de classe CP sur U'intervalle [z}, z,41]. Une telle subdivision est dite
subordonnée ou adaptée a f.

2. Soit I un intervalle quelconque de R. une fonction f : I — F est de classe C?

par morceaux sur [ si et seulement si elle 'est sur tout segment inclus dans I.
- J

NoTATION Pour p € N* U {oo}, on note CMP(I,F), I'ensemble des fonctions de classe
CP par morceaux sur I et a valeurs dans F.

2 Propriétés des dérivées successives

-

Propriété 19

Soit I un intervalle et p € N* U {oo}. Les ensembles D*(I,F), C*(I,F) et CMP(I,F)
sont des sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel F7(I,F) = F! des applications
de I dans F.

De plus, si F = K, ils sont stables par le produit usuel.
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Propriété 20

Soit p € N* U {oo}. Une fonction f : I — F est de classe C? sur [ (respectivement
de classe CP par morceaux sur I) si et seulement si, ses fonctions coordonnées par
rapport a une base de F le sont.

En particulier si F = C, f est de classe CP sur I (respectivement de classe C? par
morceaux sur /) si et seulement si, les fonctions Re f et Sm f le sont.

Théoréme 21 (@ formule de Leibniz ; version bilinéaire)

Soient Fy, Fy et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie et B : F; X
Fy — G une application bilinéaire.
Si fi : I — Fi, fo : I — F, sont deux applications p fois dérivables sur I alors
I'application B(f1, f2) est aussi p fois dérivable sur I et :
®) _ (P pp®) po0-k)
(Bt )" = | BUAY, £5779)
o \K
N\ J
Ce théoreme peut se prolonger pour dériver ¢(fi,, fa,, ..., fp) ou @ est p-linéaire... Le cas

le plus courant étant la dérivation d'un déterminant. La regle de base : on dérive comme
si on avait un produit de p termes...

Corollaire 22 (@)

(1) SiF=Ketsi f, g sont deux fonction de I dans K qui son p fois dérivables

sur [ alors : )
) =5 7).

k=0

(2) SiF est un espace euclidien et si f, g sont deux fonction de I dans F qui son
p fois dérivables sur I alors :

(119)” =3 (7) (11 574),

k=0

(3) Si A, B sont deux fonction de I dans M,,(K) qui son p fois dérivables sur [

alors : )
(p) p _
AB)" = AR BE=F)
()" = ;)

Corollaire 23 (@)

Soient p € N*U{oc}, Fy, Fy et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie
et B:F; x Fo — G une application bilinéaire.
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Si fi - I — Fy, fo : I — Fy sont deux applications de classe C? sur [ alors
I'application B(f1, f2) est aussi de classe C? sur .
-

y
Propriété 24

Soit p € N*U {oo}. si f € CP(I,R), g € CP°(J,F) et f(I) C J alors go f est CP sur I.

J
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