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1 Fonctions vectorielles : dérivation

Fonctions vectorielles d’une variable réelle
Dérivation (provisoire)

Édouard Goursat 1858–1936

Goursat fut reçu au concours d’entrée à l’École normale supérieure
après seulement une année1 de classe préparatoire au lycée Henri-IV
en 1876. Il soutint en 1881 une thèse portant sur l’équation différen-
tielle linéaire qui admet pour intégrale la série hypergéometrique. Ses
professeurs étaient Gaston Darboux et Charles Hermite.
L’ouvrage le plus connu de Goursat est son cours d’analyse, qui couvre
l’ensemble de la discipline, du moins telle qu’on pouvait la connaître
vers 1900. L’auteur en révisa les éditions successives jusqu’à sa mort.

Ce cours reflète la part écrasante prise par l’analyse classique dans l’enseignement des
mathématiques en France jusque dans les années 30, c’est-à-dire jusqu’à ce que l’influence
de l’école algébrique allemande se fasse sentir à l’initiative du collectif Bourbaki. Les
jeunes mathématiciens de l’entre-deux guerres considérèrent alors avec dédain ce cours
d’analyse, trop touffu et ne répondant plus aux nouveaux canons de la rigueur ensembliste.
Pour autant, sa définition de fonction est toujours2 au goût du jour :

On dit que y est une fonction de x si a une valeur de x correspond une valeur
de y. On indique cette correspondance par l’équation y = f(x).
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1Un vrai cador !
2Encore que, dans les années 70, les mathématiques “modernes” ont imposé (et l’ont fait digérer aux

collégiens/lycéens de cette époque) quelque chose du genre :

Relation A est une relation ⇐⇒ (∀x)(x ∈ A ⇒ (∃u)(∃v)(x = (u, v)). On écrit uAv si (u, v) ∈ A.

Fonction f est une fonction ⇐⇒ f est une relation et (∀x)(∀y1)(∀y2)(xfy1 et xfy2 ⇒ y1 = y2). On
écrit y = f(x) si xfy (c’est-à-dire (x, y) ∈ f)

Simple, intuitif et facile à utiliser, non ?
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Les savoir faire

1 Se souvenir
• Que “vectorielle” est une extension de “à valeurs numériques”.

• Qu’on peut toujours se ramener aux coordonnées.

2 Continuité
• Lire le cours sur la continuité dans un espace vectoriel normé !

3 Dérivabilité
• Savoir utiliser la définition de dérivée en un point, de fonction dérivable.

• Savoir dériver la composée d’une application linéaire, multilinéaire et d’une ou plu-
sieurs fonctions vectorielles.

• Savoir diagnostiquer le caractère Ck d’une fonction vectorielle.

• Savoir reconnaître une application Ck par morceaux.

• Savoir utiliser le théorème de prolongement de classe Ck.

Le cours
Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont des fonctions définies sur un intervalle I de
R non vide et non réduit à un point. Ces fonctions sont à valeurs dans un espace vectoriel
F sur K = R ou C, de dimension finie égale à n. Le cours de première année a traité les
cas F = R ou F = C (c’est-à-dire n = 1 ou 2).

Exemples 1
1. f : x ∈]0, 2] 7−→ (2x2 + 1, ln(x), arcsin(x− 1)) ∈ R3 ;

2. M : x ∈ R∗+ 7−→
(

ln(x) 1
ex x2 + 1

)
∈M2(R) ;

3. M : t ∈ R 7−→
(
eipqt)

1≤p,q≤n
∈Mn(C) ;

4. pour généraliser : on définit une fonction M de I et à valeurs dans Mn(K) par M(t) =(
ap,q(t)

)
1≤p,q≤n

où les ap,q sont n2 fonctions de I à valeurs dans K ;

5. Si P est un polynôme fixé de Kn[X], on peut définir f par : pour tout t ∈ R, f(t) =
P (tX) ∈ Kn[X]. Attention : f(t) est un polynôme, il faut comprendre qu’à t on associe les
n + 1 coefficients de f(t)...
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3 Fonctions vectorielles : dérivation

On rappelle qu’en dimension finie la notion de limite et de continuité ne dépend pas de
la norme et que, sauf exception, il est inutile de préciser la norme utilisée (pour F).
On est donc dans un cas particulier des fonctions d’une partie d’un espace vectoriel normé
(ici R est, bien sur, muni de sa norme usuelle : la valeur absolue) dans un autre espace
vectoriel normé. Le but du cours est de voir les propriétés supplémentaires qu’engendre
l’ensemble de départ.
Pour clarifier les choses il arrivera que l’on mette une flèche sur les objets qui appar-
tiennent à F comme dans l’expression x 7−→ x ·−→a +−→b , qui représente une fonction affine
de R à valeurs dans F.

Les nouveautés

N
ou

ve
au

té

Beaucoup d’énoncés sont très proches (voire les mêmes) que ceux du cours de première
année. Il reste cependant un petit nombre d’idées nouvelles ou d’extensions de notions
connues. Celles-ci sont présentées par les symboles n© et par une marque dans la marge.
On peut donc se contenter de lire rapidement ce polycopié et de réserver son attention
aux vraies nouveautés.

Vocabulaire On dit qu’une propriété, portant sur une fonction définie sur un intervalle
I, est vraie au voisinage de a si et seulement si

• elle est vraie sur l’intersection de I et d’un intervalle ouvert centré en a lorsque
a ∈ R ;

• elle est vraie sur un intervalle de la forme ]c,+∞[ si a = +∞[ ;

• elle est vraie sur un intervalle de la forme ]−∞, c[ si a = −∞[ ;

I Dérivée d’une fonction vectorielle de la variable
réelle

1 Définitions

Définition 1 (dérivée)

Soit I un intervalle de R. une fonction f : I −→ F est dérivable en un point x0 ∈ I si
l’application x 7−→ (f(x)− f(x0)

x− x0
, définie sur I \ {x0} admet une limite en x0. Cette

limite est alors appelée la dérivée de f en x0 et est notée f ′(x0),
df
dx (x0) ou D(f)(x0).
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Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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Propriété 1

Soient I un intervalle de R, f une fonction de I dans F et x0 ∈ I. On a équivalence
entre les deux propriétés suivantes :

(i) la fonction f est dérivable en x0 ;

(ii) il existe un élément K ∈ F et une fonction ε : I −→ F tels que :

∀x ∈ I, f(x) = f(x0) + (x− x0) ·K + (x− x0) · ε(x) et lim
x−→x0

ε(x) = −→0 .

Remarque On a alors K = f ′(x0). La propriété (ii) qui dit que f est différentiable en
x0 est, en fait, l’existence d’un développement limité à l’ordre 1 pour f en x0.

Définition 2 ( n©)

N
ou

ve
au

té

Si f : I −→ F est dérivable en x0 alors l’application linéaire de R dans F définie par

dfx0(h) = h · f ′(x0)

s’appelle la différentielle de f en x0.

Remarque Cette définition n’est pas très utile ici, mais elle sera centrale lorsqu’on
arrivera aux fonctions de « plusieurs variables », c’est-à-dire au cas des fonctions d’une
partie A d’un espace vectoriel E (différent de R) à valeurs dans F.

Définition 3 (dérivées latérales)

Soit x0 un élément de I qui n’est pas sa borne supérieure. Une fonction f de I dans
F est dite dérivable à droite en x0 si et seulement si :

lim
x−→x+

0

f(x)− f(x0)
x− x0

existe dans F.

La limite f ′d(x0) s’appelle la dérivée à droite de f en x0.
On définit de la même façon la dérivée à gauche de f en un point x0 ∈ I qui n’en est
pas la borne inférieure.

On a directement :

Propriété 2

Soient x0 un point I qui n’est pas une des bornes de I (donc est intérieur à I) et f
une fonction de I dans F. On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(i) f est dérivable en x0 ;



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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(ii) f est dérivable à droite et à gauche en x0 et f ′d(x0) = f ′g(x0).

Définition 4 (fonction dérivée)

Une fonction f : I −→ F est dite dérivable su l’intervalle I si et seulement si elle est
dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction qui à tout x de I associe f ′(x)
est appelée la fonction dérivée ou l’application dérivée de f sur I. On la note f ′, df

dx
ou D(f).

Définition 5

Soient I un intervalle de R et f : I −→ F. Si J est un intervalle inclus dans I, la
fonction f est dérivable sur J si et seulement si sa restriction f|J est dérivable.

Propriété 3

Soient I un intervalle de R, f : I −→ F et x0 ∈ I. S’il existe un réel α > 0 tel que la
restriction de f à I∩]x0 − α, x0 + α[ soit dérivable en x0 alors f est aussi dérivable
en x0.

Propriété 4

Une fonction f de I dans F est dérivable sur I si et seulement si elle l’est sur tout
segment inclus dans I.

2 Propriétés des fonctions dérivables

Propriété 5

Soit I un intervalle de R. Toute fonction f : I −→ R dérivable en un point est
continue en celui-ci.
La réciproque est fausse.

Propriété 6 ( n©)

N
ou

ve
au

té

Soient B = (e1, . . . , en) une base de F et f : I −→ F telle que f =
n∑

k=1
fkek.

La fonction f est dérivable en un point x0 de I si et seulement si toutes les fonctions



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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coordonnées fk le sont. On aura alors :

f ′(x0) =
n∑

k=1
f ′k(x0)ek.

Exemple 2 f : R −→ Kn[X] définie par f(t) = P (tX). Montrer que f ′(t) = XP ′(tX).

Corollaire 7

Une fonction f : I −→ C est dérivable en x0 si et seulement si ses fonctions partie
réelle et partie imaginaire le sont. On a alors :

f ′(x0) =
(
<e(f)

)′
(x0) + i

(
Im(f)

)′
(x0).

Il en découle que f est aussi dérivable en x0 et :(
f
)′

(x0) = f ′(x0).

Propriété 8 (combinaison linéaire)

Soient f et g deux fonctions de I dans F dérivables en x0 et λ, µ deux nombres.
Alors la fonction λf + µg est dérivable en x0 et :

(λf + µg)′(x0) = λf ′(x0) + µg′(x0).

Propriété 9 ( n©)

N
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té

Soient f : I −→ F dérivable en x0 et u ∈ L(F,G) où G est un K-espace vectoriel
(normé) de dimension finie.
Alors l’application g = u ◦ f est dérivable en x0 et :

(u ◦ f)′(x0) = u
(
f ′(x0)

)
.

Propriété 10 ( n©)

N
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Soient F1, F2 et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie et B : F1 ×
F2 −→ G une application bilinéaire.
Si f1 : I −→ F1, f2 : I −→ F2 sont deux applications dérivables en x0 alors l’applica-
tion B(f1, f2) qui à x associe B(f1(x), f2(x)) est dérivable en x0 et :(

B(f1, f2)
)′

(x0) = B(f ′1(x0), f2(x0)) +B(f1(x0), f ′2(x0)).

Exemples 3
1. A : I −→Mn,p(K), B : I −→Mp,q(K) sont des fonctions dérivables. Dérivée de AB ?



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.
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2. Si n = p, dérivée de A2 ?

Remarque Ce théorème est à rapprocher de celui qui donne la dérivée d’un produit
de fonctions à valeurs numériques. Il y a un théorème équivalent pour la dérivée de
ϕ(f1, . . . , fp) où ϕ est p-linéaire... La règle de base : on dérive comme si on avait un
produit de p termes. Le cas le plus courant étant la dérivation d’un déterminant.

Corollaire 11

Soient f : I −→ F et γ : I −→ K deux fonctions dérivables en x0.
Alors la fonction γf : x ∈ I 7−→ γ(x)f(x) est dérivable en x0 et :(

γf
)′

(x0) = γ′(x0)f(x0) + γ(x0)f ′(x0).

Corollaire 12 ( n© cas particulier du produit scalaire)

N
ou

ve
au

té

Soient F un espace euclidien et f , g deux fonctions de I dans F dérivables en x0.
Alors la fonction (f | g) : x ∈ I 7−→

(
f(x) | g(x)

)
est dérivable en x0 et :

(f | g)′(x0) =
(
f ′(x0) | g(x0)

)
+
(
f(x0) | g′(x0)

)
.

En particulier ‖f‖2 est dérivable en x0 et :(
‖f‖2

)′
(x0) = 2(f ′(x0) | f(x0)

)
.

Corollaire 13

Soient F un espace euclidien et f : I −→ F une fonction de norme constante sur I et
dérivable en x0. On a alors : (

f ′(x0) | f(x0)
)

= 0.

Propriété 14 (composée)

Soient f : I −→ R et g : J −→ F deux fonctions respectivement dérivables en x0 ∈ I
et y0 = f(x0) ∈ J , avec f(I) ⊂ J .
Alors la fonction composée g ◦ f est dérivable en x0 et :

(g ◦ f)′(x0) = f ′(x0)g′
(
f(x0)

)
.

Corollaire 15 ( n©)

N
ou

ve
au

té

Soient F un espace euclidien et f : I −→ F une fonction dérivable en x0.



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.

II Dérivées successives d’une fonction vectorielle 8

Si f(x0) 6=
−→0 alors la fonction ‖f‖ est dérivable en x0 et :

‖f‖′(x0) =
(f ′(x0) | f(x0)

)
‖f(x0)‖

.

Propriété 16

Soit f : I −→ F une fonction dérivable sur l’intervalle I.
Alors la fonction f est constante sur I si et seulement si sa dérivée est nulle sur I.

II Dérivées successives d’une fonction vectorielle

1 Définitions

Définition 6

• Si la fonction dérivée f ′ d’une fonction f : I −→ F est dérivable sur I, alors
sa dérivée est appelée la fonction dérivée seconde de f et est notée f ′′, d2f

dx2 ou
D2(f).

• Par récurrence, on définit de même les fonctions dérivées successives de f (si

elles existent). Si k ∈ N∗, la fonction dérivée ke est notée f (k), dkf

dxk
ou Dk(f).

Remarque On note f (0) = f et on a donc, sous réserve d’existence :

∀k ∈ N, f (k+1) =
(
f (k)

)′
=
(
f ′
)(k)

.

Définition 7

Soit p ∈ N∗. une fonction f : I −→ F est dite de classe Cp sur I si et seulement si
elle est p fois dérivable sur I et sa dérivée pe est continue sur I.
Une fonction est dite de classe C∞ sur I si est seulement si pour tout entier p, elle
est p fois dérivable sur I.

Notation Pour p ∈ N∗ ∪ {∞}, on note :

• Dp(I,F) l’ensemble des fonctions p dérivables sur I à valeurs dans F ;

• Cp(I,F) l’ensemble des fonctions de classe Cp sur I à valeurs dans F.

On a clairement D∞(I,F) = C∞(I,F).



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.

9 Fonctions vectorielles : dérivation

Définition 8

Soient f : I −→ F et J un intervalle inclus dans I. La fonction f est dite de classe
Cp sur J si et seulement si sa restriction f|J est de classe Cp.

Remarque x 7−→ |x| est C∞ sur R+ bien qu’elle ne soit pas dérivable en 0 car sa
restriction à R+ est x 7−→ x...

Propriété 17

Soit p ∈ N∗ ∪ {∞} et f : I −→ F de classe Cp sur I.
Alors la fonction f est de classe Cp sur tout intervalle J inclus dans I.

Propriété 18

Soit p ∈ N∗ ∪ {∞}. une fonction f : I −→ F est de classe Cp sur I si et seulement si
f est de classe Cp sur tout segment J inclus dans I.

Définition 9

Soit p ∈ N∗ ∪ {∞}.

1. Une fonction f définie sur un segment [a, b] et à valeurs dans F est dite de classe
Cp par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision σ = (xj)0≤j≤p de [a, b] telle
que la restriction de f à chacun des intervalles ]xj, xj+1[ soit prolongeable en
une fonction de classe Cp sur l’intervalle [xj, xj+1]. Une telle subdivision est dite
subordonnée ou adaptée à f .

2. Soit I un intervalle quelconque de R. une fonction f : I −→ F est de classe Cp

par morceaux sur I si et seulement si elle l’est sur tout segment inclus dans I.

Notation Pour p ∈ N∗ ∪ {∞}, on note CMp(I,F), l’ensemble des fonctions de classe
Cp par morceaux sur I et à valeurs dans F.

2 Propriétés des dérivées successives

Propriété 19

Soit I un intervalle et p ∈ N∗ ∪ {∞}. Les ensembles Dp(I,F), Cp(I,F) et CMp(I,F)
sont des sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel Fp(I,F) = FI des applications
de I dans F.
De plus, si F = K, ils sont stables par le produit usuel.



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.

II Dérivées successives d’une fonction vectorielle 10

Propriété 20

Soit p ∈ N∗ ∪ {∞}. Une fonction f : I −→ F est de classe Cp sur I (respectivement
de classe Cp par morceaux sur I) si et seulement si, ses fonctions coordonnées par
rapport à une base de F le sont.
En particulier si F = C, f est de classe Cp sur I (respectivement de classe Cp par
morceaux sur I) si et seulement si, les fonctions <e f et =mf le sont.

Théorème 21 ( n© formule de Leibniz ; version bilinéaire)

N
ou

ve
au

té

Soient F1, F2 et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie et B : F1 ×
F2 −→ G une application bilinéaire.
Si f1 : I −→ F1, f2 : I −→ F2 sont deux applications p fois dérivables sur I alors
l’application B(f1, f2) est aussi p fois dérivable sur I et :

(
B(f1, f2)

)(p)
=

p∑
k=0

(
p

k

)
B(f (k)

1 , f
(p−k)
2 )

Ce théorème peut se prolonger pour dériver ϕ(f1, , f2, , . . . , fp) où ϕ est p-linéaire... Le cas
le plus courant étant la dérivation d’un déterminant. La règle de base : on dérive comme
si on avait un produit de p termes...

Corollaire 22 ( n©)

N
ou

ve
au

té

(1) Si F = K et si f , g sont deux fonction de I dans K qui son p fois dérivables
sur I alors : (

fg
)(p)

=
p∑

k=0

(
p

k

)
f (k)g(p−k).

(2) Si F est un espace euclidien et si f , g sont deux fonction de I dans F qui son
p fois dérivables sur I alors :

(
f | g

)(p)
=

p∑
k=0

(
p

k

)(
f (k) | g(p−k)

)
.

(3) Si A, B sont deux fonction de I dansMn(K) qui son p fois dérivables sur I
alors : (

AB
)(p)

=
p∑

k=0

(
p

k

)
A(k)B(p−k).

Corollaire 23 ( n©)

N
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Soient p ∈ N∗∪{∞}, F1, F2 et G trois espaces vectoriels (normés) de dimension finie
et B : F1 × F2 −→ G une application bilinéaire.



Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut,
placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabi-
tur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.
Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor lorem
non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec aliquet,
tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a mi.
Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.
Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum
pellentesque felis eu massa.
Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet
nisl. Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.
Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus semper,
leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus
eros eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor.
Nulla facilisi. Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim
interdum, justo lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor
ligula sed lacus. Duis cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas.
Curabitur a leo. Quisque egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur
consectetuer.
Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae, arcu.
Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy vel,
nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec eu
purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo
pretium, ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum
faucibus, egestas vel, odio.
Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac
habitasse platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt.
Mauris felis odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec
pellentesque, erat ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus
ultricies tellus. Proin et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia
nostra, per inceptos hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus,
vehicula eu, lacus.

11 Fonctions vectorielles : dérivation

Si f1 : I −→ F1, f2 : I −→ F2 sont deux applications de classe Cp sur I alors
l’application B(f1, f2) est aussi de classe Cp sur I.

Propriété 24

Soit p ∈ N∗ ∪ {∞}. si f ∈ Cp(I,R), g ∈ Cp(J,F) et f(I) ⊂ J alors g ◦ f est Cp sur I.
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