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René Thom', né & Montbéliard le 2 septembre 1923 et mort & Bures-
sur-Yvette le 25 octobre 2002, est un mathématicien francais, fonda-
teur de la théorie des catastrophes.

René Thom fait ses études au Lycée Saint-Louis, puis a I'Ecole normale
supérieure. Il enseigne ensuite a Grenoble et a Strasbourg et devient
professeur permanent a l'Institut des hautes études scientifiques en

Bien qu’il soit connu pour son développement de la théorie des catas-
trophes en 1968, il recoit la médaille Fields® en 1958 pour des travaux

antérieurs sur la topologie différentielle, en particulier la théorie du cobordisme. Il est élu

membre de I’Académie des sciences en 1976.

Il est notamment l'auteur de Stabilité structurelle et morphogenése, ouvrage destiné a
présenter la théorie des catastrophes en termes simples (avec quelques formules tout de
méme) au grand public.

Par son approche multidisciplinaire des problématiques, René Thom est, avec Jules Vuille-
min, I'un des plus grands épistémologues francgais du XX siecle.
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Les questions

1 Topologie
Qu’est-ce qu’un ouvert

Voir la définition 1 et la propriété 1. On pourra aussi mettre a profit la caractérisation
de la propriété 15.

Qu’est-ce qu’un fermé

Voir la définition 2 et la propriété 2. On pourra aussi mettre a profit la caractérisation
des propriétés 5 et 15.

Qu’est-ce qu’un compact

Voir la définition 6. Attention cette définition n’a de sens qu’en dimension finie!

2 Applications dans des espaces vectoriels normés

A quelles conditions une application admet-elle une limite ?

Voir les définitions 7, 11 et 12. On peut aussi utiliser le théoreme des < gendarmes > (pro-
priété 9)

A quelles conditions une application linéaire est-elle continue ?

Une application linéaire est toujours continue en dimension finie. Le cas de la dimension
infinie est”® hors-programme et ne se traite qu’en exercice.

Les savoir-faire

e Savoir montrer qu’'une application est continue.
e Savoir montrer qu’'une partie est ouverte, fermée, compacte.

e Savoir utiliser 'image d’un compact par une fonction continue.

Le cadre

Dans tout ce cours nous supposerons que E, F et G sont trois espaces vectoriels normés
de dimension finie. Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, on ne

3Le programme le stipule : < espaces vectoriels normés de dimension finie .
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précisera pas quelle norme on prend, on se contentera d’indiquer quand c’est nécessaire
a quel espace vectoriel elle se rapporte.

Le cas de la dimension infinie est hors-programme, mais la plupart des résultats et
définitions de ce cours restent valable en dimension infinie. Dans le cas ou un énoncé
n’est valable qu’en dimension finie, cela sera indiqué.

I Notions de topologie

1 Ouverts, fermés

a Ouverts

( Définition 1 ‘

une partie U de E est un ouvert ou une partie ouverte de E si, pour tout point z de
U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U.

EXEMPLES 1
1. Toute boule ouverte B(a,r) est un ouvert.

2. Les intervalles ouverts de R sont des ouverts.

Propriété 1 (propriétés des ouverts)

(1) 0 et E sont des ouverts.
(2) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

(3) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

b Fermés

( Définition 2 ‘

une partie U de E est un fermé ou une partie fermée de E si son complémentaire est
un ouvert de E.

En passant au complémentaire, on a :

g 0
Propriété 2 (propriétés des fermés)

(1) 0 et E sont des fermés.

(2) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
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L (3) Une réunion finie de fermés est un fermé.

EXEMPLES 2
1. Toute boule fermée B(a,r) est un fermé.

2. Les intervalles fermés de R sont des fermés.

3. Une sphére est un fermé : c’est l'intersection d’une boule fermée et du complémentaire de la

boule ouverte correspondante.

4. Toute partie finie est fermée.

2 Suites et fermés

Définition 3

On dit qu'un point a de E est adhérent a une partie A de E si toute boule centrée en
a rencontre A, c’est-a-dire :

Vr>0, da€ A, N(z—a)<r.

-

EXEMPLES 3

1. Une partie A non vide et majorée de R admet une borne supérieure : c’est un point adhérent

a A.

2. La limite d'une suite convergente est adhérente a I'ensemble des valeurs prises par cette suite.

Théoréme 3

Une partie F' de E est fermée si et seulement si tout point adhérent a F' est dans F.

J

Propriété 4

Soient a € E et A C E.
Le point a est adhérent a A si et seulement si il existe une suite d’éléments de A
convergeant vers a.

Propriété 5 (caractérisation séquentielle des fermés)

Une partie F' de E est fermée si et seulement si toute suite de points de F' qui converge

L dans E a sa limite dans F'.

EXEMPLES 4
1. Les hyperplans affines de R" sont fermés;;

2. Les demi-espaces affines de R™ sont fermés.
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( Définition 4 (topologie — HP) ‘

La topologie d'un espace vectoriel normé est la donnée de ’ensemble de ses ouverts
(et donc de ses fermés).

REMARQUE Comme nous sommes en dimension finie, les notions d’ouvert, de fermé ne
dépendent pas de la norme choisie!

3 Intérieur, adhérence, frontiere

Définition 5

Soit A C E.

(a) L’intérieur de A est 'ensemble des points x de A tels qu'il existe r (dépendant
de z) pour lequel B(z,r) C A.

(b) L’adhérence de A est I’ensemble des points adhérents a A.

(¢) La frontiére de A est 'ensemble des points qui sont adhérents a A mais pas
intérieurs a A.

4 Compacts

( Définition 6 (dimension finie) ‘

L Un compact de 'espace vectoriel de dimension finie E est un fermé borné de E. J

REMARQUE Attention cette < définition > n’est valable qu’en dimension finie. Le cas de
la dimension quelconque est hors-programme.

II Etude locale d’une application

1 Quoi de neuf docteur ?

Ben rien!

Une lecture attentive de ce paragraphe ainsi que du suivant montre qu’il n’y a pas beau-
coup de différences entre les notions de limite et de continuité dans un espace vectoriel
normé et les mémes notions dans R. En effet, pour passer d’une notion étudiée pour des
fonctions de R dans R ou C a la notion équivalente dans les espaces vectoriels normés il
suffit souvent de remplacer la valeur absolue | - | par une norme || - ||.
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2 Limite, continuité en un point

Dans ce paragraphe E et F désignent deux espaces vectoriels normés de dimension finie
et de normes respectives || - ||g et || - ||, A une partie de E et f une application® de A
dans F.

Le point a € E est adhérent a A. Toute boule centrée en a rencontre donc A. Deux cas
particuliers vont donc se présenter :

e a ¢ A :notion de limite « au bord d’un ensemble > ;

e o € A : cas particulier de la continuité.

Définition 7

On dit que f admet au point a la limite b € F, ce qu’on note lim f(x) = b ou
Tr—ra

lim f = b si et seulement si :
a

Ve>0,In>0,Vex € A, [[z—allg <n=|f(z) =0 <e

Propriété 6

Si f admet une limite en a alors elle est unique.

J
Définition 8
On dit que f est continue au point a € A si et seulement si elle admet f(a) pour
limite en a, c¢’est-a-dire si et seulement si :
Ve>0,9n>0,Ve € A, [lz—alle <n=|f(x) - fla)llr<e
- J
Définition 9
Si une fonction f admet une limite au point @ ¢ A, on dit qu’elle est prolongeable par
continuité en a. Son prolongement par continuité en a est la fonction f définie pour
tout  de AU {a} par :
. f(z) sizeA,
flo) = limf six=a.
- “ J

Propriété 7 (caractére local de la limite / continuité)

(1) Une fonction f admet pour limite b en a si et seulement si il existe un réel
r > 0 tel que flanp(,r) admet pour limite b en a.

4 est-a-dire une fonction définie en tout point de A.
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(2) En particulier f est continue en a € A si et seulement si il existe un réel
r > 0 tel que flanB(,r) est continue en a.

a Limite selon une partie

Il s’agit de l'extension de la notion de limite a droite ou a gauche dans les cas ou
droite/gauche n’a plus de sens...

Définition 10

Soit. P une partie de A telle que a soit adhérent a P. On dit que f admet une limite

b en a selon la partie P, ce qu’on écrit xlii{la f(x) =0, si et seulement si la restriction
z€eP

de f a P admet b pour limite en a.
- J

Propriété 8

Si A= P,UP; et a est adhérent a P; et P, alors une fonction f de A dans F admet b

pour limite en a si et seulement si elle admet b pour limite selon les parties P; et Py
. J

3 Extension de la limite : ’infini

Deux cas : A C R et on cherche a définir 1:|1:m f, ou F = R et on cherche a définir
oo

lim f = +00. Comme toujours, on ne fait que transcrire la notion que ’on connait déja

a

en introduisant les normes nécessaires.

a Cas des fonctions d’une variable réelle

Ici A C R c’est-a-dire que < f : R — ... ».

Définition 11

1. Si A n’est pas majoré (et a donc +0o0 comme borne supérieure) alors on dit que

f admet b pour limite en +o00, ce qu’on note lim f(z) =boulim f = b si et
T—>+00 +oo

seulement si :

Ve>0,IM eRVz € A, 2> M = ||f(z) —b||lp < e.

2. Si A n’est pas minoré (et a donc —oo comme borne inférieure) alors on dit que
f admet b pour limite en —oo, ce qu’on note lim f(z) =boulim f = b si et
r—>—00 —00

seulement si :

Ve>0,IM eRVz € A, 2 < M = ||f(z) — b||lp < c.
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b Cas des fonctions a valeurs réelles

Ici F = R c’est-a~dire que < f : ... — R ».

Définition 12

1. f tend vers +o00 en a ce qu'on note lim f = 400 ou lim f = +00 si et seulement
Tr—ra a

sl :
VM eR,3In>0,Ve € A, ||z —al|lg <n= f(z) > M.

2. ftend vers —oo en a ce qu'on note lim f = —oooulim f = —oo si et seulement
r—ra a

sl :

VM eR,3In>0,Vr € A, ||z —allg <n= f(x) <M.

4 Propriétés des limites

a Existence par encadrement

Le bon vieux théoreme des gendarmes a la sauce espaces vectoriels normés.

Propriété 9

S’il existe b € F et ¢ : A — R tels que
Vz e A, ||[f(z) —bllr < p(z)
limp =0

Alors lim f = 0.

(S

Propriété 10

Si f admet pour limite b en a alors || f||r admet ||b||r pour limite en a.
(S

b Caractérisation séquentielle

s
Propriété 11 (caractérisation séquentielle de la limite)

La fonction f admet pour limite b en a si et seulement si, pour toute suite (u,)nen

de points de A qui converge vers a, la suite (f(x,))nen admet pour limite b.
-

Propriété 12 (caractérisation séquentielle de la continuité)
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La fonction f est continue en a si et seulement si, pour toute suite (u,),ey de points
de A qui converge vers a, la suite (f(x,))nen admet pour limite f(a).

5 Opérations sur les limites

Rien de vraiment neuf... Les théorémes de cette section et de la suivante sont tous des
théorémes de bon sens...
On considere f et g deux applications définies sur A C E et a un point adhérent a A.

e Si f et g ont une limite finie en a alors Af + pug en a une aussi et im(Af + pg) =
Alim f + plim g.

e Si f est a valeurs dans K et f, g ont une limite finie en a alors fg a en limite en a
et im(fg) = (lim f) (limg).

e Si f et g sont a valeurs dans K, que f a pour limite 0 en a et que g est bornée dans
un voisinage de a alors fg a une limite en a et lim fg = 0.
a

e Toute fonction qui a une limite en a est bornée au voisinage de a.

e Si f est a valeurs dans K et que f a une limite non nulle en a alors f ne s’annule
pas au voisinage de a et lim1/f = 1/lim f.
a a

6 Limites de composées

Toujours aussi délicat : il faut vérifier que les ensembles de départ et d’arrivée sont
compatibles.

-

Propriété 13

Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés ainsi que A C E, B C F. On considere
deux applications f : A — B et g : B — G. On suppose a adhérent a A et b
adhérent a B.

Si li(ILnf =bet lilI)n: c alors liglgof =c.

7 Utilisations des coordonnées

Supposons que la dimension de F soit n et qu’une base de F soit B = (e1,...,¢e,). On
définit les fonctions coordonnées de f : A — F par :

Ve e A, f(x)= ka(x)ek
k=1
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-

Propriété 14

n

La fonction f tend vers b = Z brer en a si et seulement si les fonctions fi, ..., f,
k=1
tendent respectivement vers by, ..., b,.
& J

8 relations de comparaison

On reprend la définition donnée pour les suites ou les fonctions de R dans R.

Définition 13

Soient f : A — F et ¢ : A — R deux fonctions ainsi que a adhérent a A. On
suppose que pour tout x # a, ¢(x) # 0. On dit que :

e [ est dominée par ¢ au voisinage de a ce quon écrit f(z) = O(p(z)) si et
seulement si la fonction f/p est bornée au voisinage de a.

e f est négligeable devant ¢ au voisinage de a ce qu’on écrit f(x) = o(p(z)) si et
seulement si la fonction f/ a pour limite 0 en a.

III Continuité

1 Fonctions continues, lipschitziennes

( Définition 14 ‘

Une application f : A —> F est continue si et seulement si elle est continue en tout
point de A.

Notation : on note C(A,F) ou C°(A4,F) I'ensemble des applications continues de A dans
F.

Définition 15

Soient f: A — F et B C A. On dit que f est continue sur B si et seulement si la

restriction f|p est continue.
- J

Propriété 15 (continuité et topologie)

Soit f: A — F une application continue. Pour tout ouvert (fermé) U de F, I'image
réciproque f~(U) est un ouvert (fermé) de E.
-
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-

Définition 16

Une application f : A — F est lipschitizienne si et seulement si il existe un réel
k >0 tel que :

Y(w,y) € A% [If(y) — f(@)lle < Elly — 2.

On dit alors que f est k-lipschitizienne.
- J

Propriété 16

toute application lipschitzienne est continue.
-

REMARQUES
e La réciproque est fausse. Voir  — /7 en 0...

e La notion de fonction lipschitzienne est en quelque sorte < entre” » celles de fonction
continue et de fonction C.

( Propriété 17

La norme est lipschitzienne donc continue. On a, en fait :

V(@ y) € B |yl = ll=ll| < lly — Il

2 Opérations sur les fonctions continues

Rien de neuf...

Propriété 18

(1) toute combinaison linéaire de fonctions continues sur A est continue sur A.

)
(2) Sif:A— Ket g: A— F sont continues alors fg l'est aussi.

(3) Si f: A — K est continue et ne s’annule pas alors 1/f est continue.
(4)

4) Si f: A— B CFetg:B— G sont continues alors g o f est continue

sur A.

Définition 17

e Une fonction monomiale est une fonction de la forme (z4,...,2,) € K" —

it - catm avee (g, ..., qp) € N

5 . 7 Lz . A . . . . .
*L’inégalité des accroissements finis dit qu’une fonction C* est lipschtzienne sur tout segment
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e Une fonction f : K" — K est polynomiale si et seulement si elle est combinai-
son linéaire de fonctions monomiales.

p
Propriété 19

Toute fonction polynomiale sur K" est continue.
Plus généralement toute fonction f : E — K, polynomiale en les coordonnées dans
_ une base de E est continue.

_
Propriété 20
Si f est continue alors || f|| 'est aussi.
. J
3 Image d’un compact
Théoreme 21
L’image d’un compact par une application continue est un compact.
. )
p
Corollaire 22
(1) Soit f une application a valeurs réelles, continue sur un compact K non
vide. Alors f est bornée et atteint ses bornes sur K ; c’est-a-dire que f a un
minimum et un maximum sur K.
(2) Soit f: K — F continue sur K compact et non vide. Alors f est bornée
et :
dre K, [|f(2)]lp = sup 1f1le-
- J

4 Continuité des applications linéaires et bilinéaires

Attention : on est en dimension finie.

p
Propriété 23

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et v une application linéaire
de E dans F.

(1) Il existe k > 0 tel que :

Ve € E, |ju(z)||r < k|z|g

(2) L’application u est lipschitzienne, donc continue.
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REMARQUE La sphere unité de E, a savoir S = {z € E | ||z||g = 1} est un compact (car
fermée et bornée) de E. D’apres le second point du corollaire 22, ||u|| est bornée sur S.

-

Propriété 24

Soient Eq, ..., E, et I des espaces vectoriels normés de dimension finie et ¢ une
application p-linéaire de Ey x --- x E, dans F

(1) Pour tout choix de normes de Eq, ..., E, et F, il existe une constante & > 0
telle que :
V(l'l, ce ,I‘p) E E1 X - X Ep, ||(,0(l‘1, e ,Ip)”F S kHZL‘l”El oo c ||l’p||Ep.

§ (2) L’application ¢ est continue sur E; x --- x E,

p
Corollaire 25

Sont donc continues :

(1) Un produit scalaire;

(2) Le déterminant (d’'une matrice, ou d'un endomorphisme)
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